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A Geometria é incontestavelmente uma das sciencias | 


EE: a Ea da Mathematica que melhor A evitar ao arid 


e aora a curiosidade + e o Sp de paua dos alumno 


suas antes, nem de mais GAI, Ad em sua doutrin 
A pae geometrica, Baseada em um a numero, de axi 


piós o mais rigoroso raciocinio, tudo nesta sciencia eis te) 
nentemente claro e racional e póde ser facilmente co prehen: 
por todas as pessoas. 

A dificuldade que apresentam :03 PRE geometri- Kp 
cos não depende, portanto, dos principios da sciencia; depende 


= essencialmente dos: meios exteriores de. transmittil-os, 
(maes occupam um logar importanfissimo as figuras que 
“as demonstrações. q 


A complicação das linhas, O TE “numero de letras 


- em algumas figuras é. preciso empregar para representar ES P 


tos é a necessidade de acompanhar essas liguras, nas. 


F trações, tornam-se uma -grande dificuldade para os ' alumnos, 


elis são mal Re e isentas e estas a mi 


“circulares, por termos j 


kisi ahaa it 
PREFACIO SDA 
Eai ii E 
omelria plana estudamos 
etilincas e depois as figuras! 
methodo com vantagem | 
não sendo preciso O conhecimento das figuras. 


ES ai dd ão das propriedades das figuras re. 


é ponstração 
circulares para a dem l IA á ço É 
elilincas, sem prejudicar por isso o rigorismo, julgamos mais ra 


cional o methodo por nós empregado. À mesma ordem seguimos ng 
Geometria do espaço, tratando primeiro dos corpos terminados por y 
superfícies planas € depois dos corpos redondos. a E 

Por um motivo analogo, tratamos da theoria das perpen- E; 
diculares e paralelas, prescindindo das propriedades dos trianghlos, 

No estudo das propriedades metricas das figuras não fa 
mos essa distincção, por assim o exigir o methodo geometrico | ; x EGNERS 

%; , o MR pa 

nesta parte, onde intervem a consideração de limites, que serve | 5a | EAAS I TAOTE 
de liame logico entre aquellas duas especies de figuras. : ; ; e oc E 


Consagramos um Appendice ao estudo das curvas impor- 3 
tanles, do segundo grau e transcendentes, sendo nelle tratadas Geometria plana 


todas as propriedades elementaros das tres curvas do segundo YE 
gran o sua representação analytica Das” curvas transcendentes ç PRIMEIRA PARTE . 
estudamos apenas as que têm maior applicação e com O desen- o Figuras rectilineag 
volvimento compativel com wn tratado de Geometria elementar. : i : TE EAST 
Colocamos os problemas o mais proximo possivel dos theo- E CAPITULO PRIMEIRO 

remas nos quaes se funda sua 1 lução, porque entendemos mais Da Linha recta e angulos > 
Sr e logico fazel-o assim, pata que os alumnos véjam im- À I. — Propriedades e medida da linha recta. 

diatamente a applicação das propriedades que demonstram € E JL Pi tea Diiaias 
não tenham necessidade de interromper a illação das idéas com Rs S T A EE a 
uma grande. serie de problemas consecutivos, em cuja resolução - til. — Parallelas r 
costumam confundir-se. 


pliva da Ge 
figuras Te 
à seguido esle 


Na parte descrii 


radamente, primeiro as 


CAPITULO SEGUNDO 


Si com este livro conseguirmos tornar mais facil aos alwn- E 4 : Polygonos i 
nos o estudo importante da Geometria, e si elle merecer a appro- : Eig Definições . |. à are PU O A EAE 
vação do professorado, a cujo juizo benevolo o submettemos, os Es I. — Triangulos E A Ap a Es ; 
nossos desejos ficarão plenamente satisfeitos. ; p T = Quadrilateros oy. : TAREA Rá a 
E É WI. — Propriedades, egualdade e symetria dos poly- 
Campinas, Abril de 1912. E | s 3 gonos em geral. . ace a ao o Rs 


À CAPITULO TERCEIRO 
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= I. — Linhas proporcionaes. . vs. PE rne 
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HI — Posições relativas de duas cireumferencias 


IV. — Medida dos angulos . A 
y. — Linhas proporcionaes no circulo 
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I. — Triangulos e quadrilateros 
Il. — Polygonos regulares . ; 
WI. — Problemas sobre polygonos TERRA ; 


CAPITULO TERCEIRO 
Medida da circumferencia e sua relação com 
o diametro K 


I. — Medida da circumferencia 
I. — Calculo de x 
ao diametro. 
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SPa AMAR E ENS a 

nP ynad a ag o 6 E A 

. — Egualdade dos polyedros 
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|. — Relações entre os elementos de um RSA 
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des da esphera. 


1 — Proprieda RE 
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PRELIMINARES 


1. Corpo, superficie, linha e ponto geometrice: 
— Si em um corpo physico se fizer abstracção da mate- 
ria que o constitue e de todas as suas propriedades 
sicas, à excepção de sua extensão, isto é, de occupar 
um logar no espaço infinito, ficará evidentemente um + 
espaço limitado, da mesma fôrma e grandez 
corpo a que corresponde, e que recebe o nome de 


geometrico. 

Um corpo, por pequeno que seja, é extenso em. 
todos os sentidos; mas, para os fins da sciencia, | 
sufficiente consideral-o extenso em tres sentidos diffe- 
rentes, chamados dimensões, e que se dee om 08 
nomes de dA largura e altura. < 


AE 

Corpo EA — é loda extensão ue consta 
tres dimensões. 

Em todo corpo existe necessariamente um timile 
que o separa do espaço indefinido; e esse | $ 
só tem as dimensões comprimento e eu 


: superficie. Edi da 


GEOMETRIA + 


f a R 
têm apenas uma dimensão, O con 
e 


chamadas pinhas, 
5 f , Portanto: PE ds 
a é a extensão que tem uma só dimensão: 
inha — Bit ; “as Tina 
Lin te, as extremidades das linhas, ou as 
Analogamenta | recebem 0 nome 


imhas que 5 tam, 
intersecções das linhas que se corti 
pontos. Assim: 2Y 
a oi to geome imensão alguma. 
pon pome ; Hi E 1 
Os conceitos anteriores, Corpo; superficie, linha e 
onto geometrico, não existem realmente na natureza, 
i a : D. 1 aq) | o É: 
Š formam-se por abstracções suecessivas. Assim, o eoni 
physico. fazendo-se abstracção da sua materia, nos dá 
À corpo geometrico; prescindindo neste da sua altura, 


obtem-se à superficie; prescindindo nesta da largura, 
obtem-se a linha; e prescindindo nesta do comprimento, 
tem-se finalmente O ponto, que é 0 termo ultimo destas 
abstracções successivas. 7 ? 

Seguindo uma ordem inversa, póde-se conceber tani- 
bem que um ponto em movimento gera uma linha ; que 
uma linha em movimento gera uma superficie; e, final- 
mente, que uma superficie em movimento gera um vo- 
Jume ou corpo geometrico. 

Conclue-se da analyse precedente, que todo corpo 
póde ser considerado como formado de uma infinidade 
de superficies; toda superficie de uma infinidade de 
linhas: toda linha, de uma infinidade de pontos; e que 
o ponto se deve conceber simples, indivisivel, como li- 
mite elementar da extensão. 


irico não tem d 


ç = . - 
7 2. Ponto. = O ponto, não tendo dimensão alguma, 
não possue propriedades, e só se distingue pela posição 
que occupa. Graphicamente é represen: 


AB ti il al recare J 1 Q 1 
tado pela intersecção de duas linhas, € 
xe é designado por uma letra collocada ao 
XA lado. Assim, se dirá (fig. 1) o ponto A, 
Fig. 1 o ponto B, o ponto C. 


3. Lin — Exis infini 
has. Existe uma infinidade de linbas dif- 


ferentes, s ET EE 
S, segundo as infinitas leis que podem reger as. 


variações do ponto gerador 


duzir-se a duas especie nas todas ellas podem, tes 


5 prmepaes; rectas € curvas: 


“na mesma direcção; 2.3, ser a mais curta distancia 


E 
[nã 2 distantes de um ponto interior, cha- 
E: mado centro. Representa-se graphica- | 
Ee A mente como se vê na fig. 4. A uma 

Ê porção AB da circumferencia chama- 
fe se arco, e a recta O A, que une O cen + 
E, tro O a um ponto qualquer 4 da oir- 


od E 


MESE n E E 
PRELIMINARES 


ri 


muito simples: a de um fio esticado e muito fino. 
As suas propriedades essenciaes, pelas q 
costuma definil-a, são duas: 1., ter todos os seus p 


dois pontos. Graphicamente é representada como se, 
em AB (fig. 2). pe 
A eta B Es 


Pig. 2 


“Linha curva — é a que não tem parte alguna recti- 
linea, como CD (fig. 3). rA 


CPO Edo S, Ses 


Fig. 3 


A mais simples das curvas planas é denominada 
circumjerencia, que tambem se concebe facilmente pela, 
sua. propriedade essencial, que serve commummente para 

detinil-a: ter todos os seus pontos egui- e 


Pig. 4 cumferencia, chama-se rato. 


Admitte-se tambem a existencia das linhas quebra- 
das ou polygonaes, que são as GeL Er 
linhas formadas (fig. 5) de par- f 
fes rectilineas em direcções dif- 
ferentes; e as linhas mixtas, que -A 

“são formadas de partes rectili- 
neas e curvas, como FGHIJK 


he (fig. 6); mas estas denominações SE 
H não estabelecem nenhuma diffe- | 
TRE. men rença essencial, servindo apenas 


para abreviar a linguagem. 


B. 


Fig. 5 Fase 


Fig 6 


RAT o Do akita 
EO ideais t 


os — Do mesmo 1 

rficies. o mes 

4. Superfici i E E 

ha infinitas especies de e ' 
1 ips cee 17) c e cu 7 à 

as principaes: planas o é A 


vmpnticie plana Ou plano K nai i 
S URA e define-se pela propriedade que tem 


de poder uma recta coincidir oR em qualquer sen 
tido. Um espelho comum pó ' á 
Superficie an E o n 
„ A noção das S Les pes 
ala pOr numeros objectos do mundo cena 
Admitte-se tambem à existencia de superio a 
bradas ou polygondes, que são formadas por e pla- 
nos que se cortam dois a dois; é superficies a as, que 
se compõem de partes planas e curvas, poc en o app it 
car-se aqui a observação feita nas 
linhas de egual denominação. 
Tanto as linhas como as su- 
perficies, salvo indicação contras 
ria, devem conceber-se sempre CO- 
P mo indejinidas, embora sejam re- 


ão tem parte alguma 


pa presentadas de um modo limitado. - 


Um plano é representado com se vê na fig. 7. 


5. Corpos. — E” infinito o numero de especies de 
corpos, segundo a infinidade de superficies que podem 
limital-os. A sua representação graphica e classificação 
dependem tambem das superficies que os limitam. 

6. Definição e divisão da geometria; methodos 
empregados. — A geometria é a sciencia que estuda as 
propriedades e a medida da extensão; isto é, estuda as 


propriedades e a medida das linhas, das superficies e à 


dos corpos. 
A geometria, attendendo ao seu objecto, parece que 


deve dividir-se ent tres partes: geometria das linhas, das ~ 


superficies e dos corpos. Mas, como as propriedades dos 
corpos dependem essencialmente das propriedades das 


Ro ano Ra e sendo preciso fixar as pro- 
'edades de qualquer linha na s ici À 
i [ua Br | na superiicic em que se 
suppe construida, resulta que a classificação dad su- 
) Cleg o te q td a a A 7 “a j : K 
perticies é a que serve de base à divisão da geometria. k 


GROMBIRIA OISE = 


a nodo que as linhas, i 
endo tambem duas 


r uma idéa do plano. | 


as linhas curvas nos. 


nju 


o 


grandezas. RS 
Sendo quasi sempre indirecta a medida da exti 

são, vê-se a necessidade de conhecer grande num 

suas propriedades para conseguir a sua medida, 


-o objecto final da geometria. A medida 


chama-se comprimento; a de uma superfic 
r + 


“de um corpo, volume. 


Distinguem-se, na demonstraçã 3 
geometria, os methodos geraes é 05 methodo 
res, segundo podem applicar-se a todas as 
um certo numero dellas. Ed: 
(Os methodos geraes são à analyse e 
Consiste a analyse em estabelecer uma serie d 


- proposições, começando na que se- deseja- 


terminando numa proposição conhecida, e taes 

uma seja uma consequencia necessaria, da que 

segue; donde se conclue que a primeira é uma € 

quencia da ultima, e portanto verdadeira como 

a analyse é, pois, um methodo de reducção, e 

mente empregada na resolução dos problemas. 
A synthese differe da analyse pela 

ordem das proposições da eferida serie; « 

em partir de uma proposição x 61 

cão de consequencias necessa 
sta. A ese: 


—* GEOMETRIA PLA 
PRIMEIRA PARTE A 
FIGURAS RECTILINEA 


hetico da Geometria 


Quadro synt 


E a 
ATM 
= Geometria plana Geometria no espaço - 


S E i CAPITULO PRIMEIRO 
: ea PRIMEIRA PARTE PRIMBIRA PARTE $ é 
A by Figuras rectilineas. Planos e corpos termina: Linha recta e angulos E 
E. i | dos por superficies planas, É Pe ds gem. 
| — Propriedades e medida da linha: 
i SEGUNDA PARTE . F TSE 
| “1. Propriedades. — Dois pontos determinam 
Re posição de wma linha recta, isto é, por dois pontos 
TERCEIRA PARTE PERCEIRA PARTE passar uma linha recta e sómente umd, que dará am 
; | g j i AP distancia entre esses pontos. ; Eos a 
Áreas dos polygonos e do | Áreas e volumes dos po- E Se - Conclue-se dessa propriedade: 1.º, que duas 
distinctas só podem ter um ponto comum; 2. qui 


| Iyedros e dos corpos Te: À 
dondos o rectas que têm dois pontos comuns coincidem; Ro 
A 2 que duas rectas limitadas que lêm os mesmos exlri 
z coincidem e são egies. MEEA RA ; 
8. Medida da linha recta, — Sendo uma lin 
eta concebida, como já ficou estabelecido, i 
extensa nos dois sentidos, deve-se suppo 
medida e comparação das linhas | É 
segmentos de rectas: por abreviação, 
a designação segmento ou vector, quani 
dida dos segmentos de rectas. “08 
Chama-se segment ou vector 
da recta XY, percorrida indo 
“geme B 


circulo. 


Appendice 


Curvas importantes. 


f SEGUNDA PARTE 
eN ` Piguras circulares. | Corpos redondos, 
| ` 

3 

h 

i 

p 

f 

E 

E 

k 


E ici ig RP 


J 


GEOMETRIA PLANA 
XY pode-se, e deslocar em dois 
: ; w 

i tios; um desses sent um te 
a E di ita, é considerado positivo, € O 
o da esquerda para direita, é € a o 
outro negativo. O vector é considerado positivo ou neg 
tivo, segundo é percorrido no sentido que se encara Cos 

, . 
mo positivo ou negativo. 

Medir um segmento de recta, ou simplesmente uma 
recta, é achar o numero de vezes que contém outra 

2 i E $ pa 
recta tomada por umidade. A unidade linear é o metro; 
e o modo geral de medir uma linha recta é collocar 
À sobre ella todas as vezes possiveis, começando por um 
k E extremo, a unidade linear; si ficar algum resto, collo- 
5 F. ca-se sobre elle um dos «divisores da unidade até não 

ficar resto algum, caso a recta seja commensuravel com 
ia a unidade linear, ou até ficar um resto inapreciavel, no 
caso de ser incommensuravel. 


Sobre u recta 


E 9. ProBLea. — Determinar a maior medida com- 
| A mum de duas rectas dadas e a sua relação numerica. 


; ; - Sejam as duas rectas AB e CD (fig. 9), 
a & GAB<CD. 


4 A determinação da maior medida com- 
É mum é analoga ao processo arilhmelico 
AR para determinar o maximo divisor com- 
mum de dois numeros dados. Vê-se, pois, 
quantas vezes a recta CD contém a recta 
RE. AB, e supponhamos que 2 vezes e mais 
o resto E D; seguindo o processo indicado 
admitlamos que a recta AB contém 3 ve: 
zes ED e o resto FB; que a recta ED 
contém 1 vez FB e o resto GD, e final- 
mente, que FB contém exaclamente 5 ve- 
zes GD. A maior medida commum procu- 
g tada será o ultimo divisor G D. 
G 


À relação i 

Í; elaç numerica entre as duas 
pas 3 ; dlie BR as 
paa AB e CD é deduzida da operação 
precedente, que nos dá as egualdades es- 


D 
Tig. 9 


5, ordinariamente 


da, e estas por s 


A: 


CD=2AB+ED 
AB=8ED-+FB 
ED=FB+GD' 

FB=5GD 
ED=5GD+GD=6GD e 
AB=8x6GD-+5GD=286D | 
OD-2x28GD-+6GD=526D, 


Vê-se, pois, que a maior medida comum 
contida 23 vezes em AB e 52 vezes em OD; 
e o e re cs CEP 

] ] uT E E 
_ pois, a relação BN rada mp pa 


Pig. 10 10). Em caso co 
mada concava (fig. 1 
“Uma linha polygonal conve- | ri 
xa não póde ser cortada por uma 
recta em mais de dois pontos: 
pois si o fosse em tres, em M, 
N e P (fig. 11), os pontos Meo s 
“ P ficariam de um e outro lado i 
do ponto N, e a linha polygo- 
nal ficaria tambem de uma e ou- + 
“tra parte do lado BC; por con- x 
seguinté, não seria convexa. 


y 


GEOMETIHA PE ASA 


vonte (fig. 12). 


G dos AB e BC 


até encontrar it 


Fig. 12 dades: 
ABA+BM<ABA-EM 
BOSCN<BMA-MPE+ PN 
CD<ONAENGAGD. 


Somando ordeni 
acha-se: 


AB ROO D< ARA ERA RG GD, 


a envolvida é menor que a envol- 


- Com effeito, prolongando 03 la 
da linha envolvida 


linha envolvente em 
Me N, temos às seguintes desegual- 


damente e depois simplificando, 


O theorema é tambem certo, e demonstra-se do 
mesmo modo, quando uma das linhas é envolvida com- 
pletamente pela outra, sem terem nenhuma extremidade 


commun., 


duas reclas que têm uma extremidade comum, chamada 


vertice do angulo. 


às duas rectas BA e BC (fig. 13), que formam o 
angulo, chamam-se lados do angulo, e a extremidade 


comum B é o vertice. 


Stu recta BE girar em tomo do 
ponto B, sem deixar o plano, no sen- 
tido indicado pela flecha, até coincidir 
tom a recta BA, terá descripto um 


tas duas rectas. Si gj 
s duas rectas. Si B( grasse em sen- 


Il — Perpendiculares e obliquas 
12. Angulo. — Chama-se angulo a inclinação de 


certo angulo que será definido por es. ET 77276 


“ um dos lados, a do vertice e a do po 
“o angulo está isolado, pódese desigualo ap 


“ser lido: o angulo ABC ou CBA, ou simpl 


“recta, consideremos a circumferencia que. 


Designa-se um angulo com tres letras; 
dios Veda 


a letra do vertice. Assim, o angulo da figura 1 


angulo B. ; , 
Obtêm-se tados os angulos possiveis fazendo 
una recta O 4 em tomo do ponto O (fig. 14). 


Para seguir mais facilmente O seram 
de seus pontos, 4 por exemplo. Quando o 
tiver percorrido um arco AB, menor que m 
ferencia, a recta OA terá descripto 
um angulo saliente; e quando p 1 
ver um arco AC, maior que mei 
cumferencia, será reintrante + 
por ela descripto. ça 
De todos os angulos que póde des- 
crever a recta OA, são esses dis 
que nos interessam para o estu v 


Fig m devemos fazer. uS 

Por esse modo de geração dos- angulos, 

a grandeza de um angulo não depende do compr 
dos lados, que se consideram prolongados 
mente, e que existe uma relação de depe 

grandeza de um angulo e a do a ! 

“ponto situado sobre o lado. 


| Dependendo o valor do angulo q 


inclinação dos seus lac 
-são eguaes quando, Col 


ae % 


GuoMETÍA PLANA 
F ; Te 
13. Angulos adjacentes. ~ Chamam-se angulos 
Da ao > à A 4 ; 3 
adjacentes dots angulos que têm í $ 
jr vertice e são situados de uma 
arte e de outra de wm lado pi ; 
Por exemplo, 05 angulos A B ; 
por e FOG LD 


mum. Cai 
CBD- (g. 19) ; A, 
(fig, 16). Os angulos adjacentes da Fig. 15 


E. “figura 15 têm os lados exteriores Br 
À go À (Be BD em linha recta; O mesmo | 


se dá com OS angulos da fi- 


à E não i E 
f „ gura 16. Convem notar, que sao 
AE ângulos adjacentes, Cujos lados 


; exteriores estão em linha recta, os 
ê que geralmente se consideram. 


Pig. 16 


14. Angulos oppostos pelo vertice. — Angulos 
serlice são dois angulos taes, que 08 lados: 


oppostos pelo ù 
de cada um vêm a ser o prolongamento dos lados do 


outro. Assim, os angulos AOD e COB (fig. 27), bem 
como os angulos 40C e BOD, são angulos oppostos 


pelo vertice. 
- A 


nme regem s 


15. Bissectriz de um angulo. — 
Chama-se bisseciriz de um angulo a re- 


cla que o divide em duas partes eguaes. B (o) 
Assim, a recta BC (fig. 17) éa Dissectriz 
do angulo ABD, suppondo eguaes os D 
angulos ABC e CBD. i Pig. 17 

16. Perpendiculares e obliquas, — Uma recta é 


perpendicular a outra, quando a- 
quella fórma com esta dois angulos 
adjacentes eguaes. Assim, suppon- 
do eguaes os angulos adjacentes 
me pir P ANDO: ser ODE (o e Parecia 
é perpendicular a A E. 


Es € 


Fig. 18 


Uma recia HG (fig. 19), é obligua a outra ER, 


E: 


“maior que o recto chama-se angulo obtuso. - y 


Chama-se somma de dois angulos, © angulo obtido, 


La ro go bm dept Br 


quando os angulos adjacentes 
e HGF, que ellas formam, sã 


eguaes, - 
E É 17. Angulo recto, 
obtuso. — Chama-se angulo 


Fig. 19 j 9 
x um angulo cujos lados são 


diculares entre si. Assim, qualquer dos angulos adja 
dantes ADC ou CDE, da figura 18, é recto, canun 
O angulo menor que o recto é chamado agudo, é 


` 18. Angulos complementares è supplementares. — 


pondo os dois angulos um ao lado do outro, de modo que 
os seus vertices coincidam e tenham um lado commum. 

Dois angulos são complementares, ow wm delles é 0 
complemento do outro, quando a sua somma é equal a 
um recto. À i “RAR 

Dois angulos são supptementares, ou um delles éo 
supplemento do outro, quando a sua somma vale dois rectos. *. 

“Dois angulos que têm o mesmo complemento ow o 
mesmo supplemento são eguaes, pois que lhes falta o 
mesmo angulo para valerem um angulo recto no pri 
mairo caso, ou dois rectos no segundo caso. | Moto 


THEOREMA 


19. Por um ponto de uma recta póde-se levantar 
-uma perpendicular a essa recta é sómente uma (fig. 20), | 
HyporHese: Seja a recta AB e o ponto C. CERs 
Tese: Pelo ponto C póde-se levantar uma perpen- 
dicular à recta AB e sómente uma. i aus 
Demonstração: Tracemos pelo ponto C uma recta 
qualquer CD. Si os angulos adjacen- po ns 


tes ACD e DCB fossem eguaes, à 
recta OD seria, por definição (16), 
perpendicular á recta AB. Si os an- 
gulos não são eguaes, supponhamos _ 
o angulo DCB menor que ACD, ed Es 
façamos girar a recta CD em tomo Fig, 20 o 


incidir com 
À onha a coincidir 
até que Venna OB nugme 


do ponto E5 o angulo 


Neste movimento, o angulo A Dc 

a ima -0-0 outro ang ; : 

BR ATO continua Sora, annullar-se. A recta CD tomará, 
; SA ição particular e uma só, 


continuam ? 
BES i ente, uma postG 


nois, necessari ni ites serão eguaes. 


“CD é a unica per 
AB pelo ponto C. 


20. (COROLLARIO. 
eguaes (fig. 2). 
Com effeito, 
gulo sobre outro, 
tices coineidam e 
e BR; como por 


— Todos 0 


colloquemos um an- 
de modo que os ver- 
tambem os lados B O 
um ponto B de uma 
recta BC não se póde levantar mais de 
uma perpendicular à essa recta, OS lados 
AB e DE coincidirão necessariamente, 
e, portanto, Os angulos são eguaes. 


X E 
ET Fe 
D 


F 


THEOREMA 


cujos lados exteriores 
(fig: 22): 


Hyp.: Sejam os angulos adjacentes AB Ce 0 BD: 


21. Dois angulos adjacentes, 
estão em linha recta, são supplementares 


Tuese: Os angulos ABC e CBD são supplemen- 
tares. 

DemonstRAÇÃO: Levantemos no vertice B a perpen- 
dicular BE sobre AD; teremos evi- 
dentemente: 


E 


ABEJ4EBD=?2 rectos (17) 
ABC=ABE+EBC 
CBD=EBD-EBO. 


Sommando as duas ultimas egualdades, vem: 
ABC+CBD=ABEA-EBD-= 


=) 


rectos. 


Seja 


~T ojs angulos adjace 

em que 0S dois angulo ! arenos pelo exposto queti = 3 j 

OD essu posição particular; eae jade EA Do AR logo, os seus adjacentes respectivos E 
yendicular que se I Es ERA 4 40D e DOE tambem o são. Con- 


Bs 
s angulos rectos São | 


Ere 
Dk i aratan Fiy 1e E O RE 

=- 22. CoroLtario Le — Os quatro angulos f 
por uma recta perpendicular a outra, kai 
— suppondo-se ambas prolongadas além 
“do vertice, são todos rectos (fig. 23); 
pois, sendo CO perpendicular a AB, 
“são rectos os angulos AOC e COE; 


Jue-se dahi que, si uma recta é per- 
Rr endicular a outra, esta é perpendicu- 
Cedar à primeira. 

a 


Es 


2 


Rena 
3. COROLLARIO 2.º — A somma dos angulos con 
secutivos, formados em wm ponto de 
du 
24); 


a 


uma recta e do mesmo lado. 
recta, vale dois rectos (fig 
p porque a somma dos angulos BC! 
DCE, ete, ete, equivale à somini 


E. 


A [on B dos “angulos adjacentes ACD 
Fig. 24 DCB, que é egual a dois rectos. | 


24. CoROLLARIO 3.º — A somma 
secutivos formados em torno de um 
ponto. vale quatro rectos (fig. 25): 
porque, prolongando uma recta. A O 
além do ponto O, à somma dos an- 
gulos que ficam de cada Jado da 
recta AM é egual a dois rectos; 
logo, a somma de todos esses an- 
gulos vale quatro rectos. 


dos angulos 


amg 0S 
ão per- 


3 que o ang 1 
=M bissectrizes C N-e CM, é recto, co 
s mo formado da semisomma dos 


əs adjacente 
Oa A aa 


s supp 


Í 


E 
f 
i 
| 
| 


GEQNIEENTA PLANA” To 
5o — Os angulos 
“ pelo vertice são eguaes (fig. 27); 
oppostos Pa se vê que têm o mesmo 


acilmente 
raue facilmente Sº YE e ] 
O Papplemento: Demais, são eguaes na Ri 
finição de angulo (12), pois oai E d 
D un desses angulos têm a mesma inclinação 
ul Es 


ados ro: 
que os lados do out 


26 COROLLARIO 


THEOREMA RECIPROCO DO 24 (*) 
97. Si dois angulos adjacentes são a 
os lados exteriores estão em linha recta ( ig. o 3 
Com effeito, sejam os angulos adjacentes 4 pe 
DCB. Chamando O B' o prolongamento de AC, o an- 
gulo DC B' será supplemento de ACD 
pelo theorema directo; mas, por hypo- D 
these, o angulo DCB é tambem sup- 
plemento de ACD; logo, © prolonga- 
mento © B' coincide com CB, e, por- 
tanto, os lados AC e CB estão em Tig. 28 
linha recta. 


©) Diversas especies de proposições empregadas em Geomes 
tria. 
É O enunciado de um theorema se compõe essencialmente do 
uma hypothese e de uma these; hypothese é o que se suppõe 
verdadeiro na proposição, e these é o que se quer provar como 
consequencia da hypothese. 

Duas proposições comparadas entre si podem ser reciprocas, 
contrarias e contradictorias. 

Duas proposições são reciprocas, quando a hypothese e a 
lhese da primeira se tornam respectivamente a these e a hypo- 
these da segunda, como se ohserva nos ultimos theoremas (21) 
e (27). 

Duas proposições são contrarias, quando as condições da se- 
gunda são a negativa das condições da primeira. Por exemplo, 
o theorema contrario do theorema 21 será; Os angulos adjacentes, 
cujos lados exteriores não estando em linha recta, não são swpple- 
mentares, 

Duas proposições são contradictorias, quando têm a mesma 


retina com (heses oppostas, ou hypotheses oppostas e a mesma, 


1 


— (fig. 30). 


THEOREMA 


“28, Por um ponto fóra de uma recta póde 
car uma perpendicular a essa recta e sómente 1 
(fig. 29). e 

Hyr.: Seja o ponto C fóra da recta AB. 

- Taese: Pelo ponto Œ póde-se traçar uma perpen- 
dicular a AB e sómente uma. qa e 

Demonstração: Tracemos pelo ponto C uma recla 
CD a um ponto qualquer D da recta | 
AB; pelo ponto D tracemos a recta 
DX que forme com 4B um angulo 
BDX egual a C DB; tomemos na re- E 
cta D X um comprimento DO = DO, 
e unamos os pontos C'e C por uma 
recta 00". Dobrando a figura pela 
recta AB, DC coincidirá com DX 
porque formam angulos eguaes com | 
AB por construcção; o ponto O com- 
h cidirá com @” por serem eguaes, tam- 

dig 29 bem por construeção, os segmentos de 

: : recta DC e DC": portanto, as rectas 
EC e EC, que têm as mesmas extremidades, coincidirão ; 
logo, os angulos adjacentes DEC e DEC são supple- 
mentares e eguaes, © que prova ser AE perpendicular 

a GC ou CE perpendicular a AB. Como dois pontos 

Ce Œ determinam a posição de uma recta C C’, a linha. 

CDO não será recta, e os angulos adjacentes eguaes 

“GDE e EDO não podem ser supplementares; logo, CD | 
será obliqua a AB. É PE 

f q Q. E. D: L 


THEOREMA 


> ye 
29. Si de um ponto fóra de uma recta se traçar a 
“perpendicular e differentes obliguas: Ee , 
1.º, as obliquas cujos pés equidistam da perpèndicu- 
lar são eguaes; 2.º, a perpendicular é a menor; 3º, 4 
obliqua que mais se afasta da perpendicular é a maior. 


a AB e DE-DE | 


» Hyp.; "Seja CD perpendicular 


EUA = E ca 
e e dad li 


asi 
ROMA PLANA O ça ef 


E praça DR 3 OF ou 
qse: 1º CE Cr; = : 
pone ES e o E Dobrado a figura pela recta 

Danton otra ÇÃO CD DB tomará a direeção DA. 
por serem eguaes 05 angulos em 
D: o ponto E cahirá sobre F, 
por ser )Ẹ=DF, e as rectas 
GE o CP, que têm OS mes- 
mos extremos, coincidirão; logo; 
Gh=6R. 

20 6 39 Prolongue-se CD 
de um comprimento DC” egual 

Ee A distancia OD, tracem-se as T- 
ME CE CR e 066 ter-se-á evidentemente: 


GDE LCOS (EENE ON 


Mas 0D=0D por construeção; C PQ" F, como 
obliquas cujos pés equidistam da perpendicular, e bem 
Nests 6 = 070 logo; O DC =90D; CRO=2CPF e 
CGU=206, 

Substituindo estes valores nas desegualdades (1), 
tem-se» k 
90P<9CFE<20CG, ou simplesmente CDL Or 06 


30. ConoLLskio. — De um ponto tomado fóra de 
uma recia não se podem traçar mais que duas obli- 
quas eguaes a essa recta, e serão situadas de um lado 
e de outro da perpendicular a essa mesma recta, 


31, Reciproco Do 29. — 1° As obliquas eguaes 
equidistam do pé da perpendicular; 2º À maior de 
duas obliquas é a que se afasta mais do pé da per- 
pendicular; 3.º A menor distancia de um ponto a uma 
recta é a perpendicular traçada do ponto a essa 
recta (fig. 30). - 
ad Hiper tea ren toni jem O são, porque, st 
bem deseguaes Em An e ão e Di Serau Un 
anae eN ) o worema directo, as obliquas 

, O que é contra a hypothese; logo DE =D P, 


2s $ 
p Si D 
G serin egual ou menor que 
hypothese. é ; 


o Seja CD a menor distancia do ponto fes 


ABA recta CD será perpendicular sobre AB; 


“si não o fosse, se poderia traçar a perpendicular, ; 
* então seria a menor distancia, o que vae contra 
these. e: $> T PRE 6) 
Chama-se distancia de um ponto a uma reeta a 
pendicular tirada do ponto à recta. Ea 


32. Observação, — Reflectindo sobre o. theore 
“divecto(29), nota-se que se comparam duas ol 
— pela distancia que as separa do pé da perpendie 
nessa comparação podem-se formular somente as | 
hypotheses estabelecidas: que à primeira obliqua dis 
menos, diste egualmente, ou diste mais que a AE é 
obliqua, correspondendo a cada uma dessas hypotheses 
uma conclusão differente, isto é, que a primeira obliqua 
será menor, egual ou maior que a segunda. Como estas 
conclusões se excluem mutuamente, as reciproc 
necessariamente certas; assim, si uma obliqua éi 
-egual ou maior que outra, O é da perpend r d 
menos, egualmente ou mais da prime a obliqua « 
segunda, pois, a não ser assim, resultaria sempre 
“absurdo. dos. 19 A A os 


a estabelecer 
o de reciprocid 
de theore) 


"da hypothese, 

— fosse verdadei 

— trarias å hypothese ou 
st SPSS 


absurdas. 


gu 
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nã a 
a 
THEOREMA sà 
e 
33. Todo ponto que está na perpendicular levantada > 
do onto medio de wma recta, é Aa y figura pela bissectriz, o lado BC coin- 
distante dos pontos extremos dessa À = cidi com BA, por serem eguaes os 
recta (lig. 31) > angulos em B, formados pela bissectriz, 
Com offeito (A=0B, porque são e DE coincidirá tambem com DF, 
i i et uidistantes do pé da perpen- porque, do contrario, passariam pelo 
obliquas A obre AB (29): SSA D “ponto D duas perpendiculares à mesma 
dicular indo Fig. 31 recta (28); logo, DE = DF, 
g4. Nuciproco. — Todo ponto ` 
equidistante dos extremos de uma recta está na perpe 
dicular levantada do ponto medio dessa recta (fig. 
“rectas CA e CB, sendo eguaes por | E 4 ¥ 
As rectas CA guaes p ay pothe: É Temos, evidentemente : 


são obliquas equidistantes da perpendicular baixada 
ponto C á recta AB (81); logo, o ponto C está na p 
pendicular levantada ao meio de AB. 


DE = DF e DF DDS DF. 
Substituindo na desegualdade DF por DE, vem 


Ê 35. COROLLARIO. — Si dois pontos de wma re E h = Iy F< D 
s g equidistam dos extremos de Toate a prine i UA SE D'D + DE DP SpE, 

é perpendicular á segunda em seu ponto medio (fig, 32). Ee tai eE DG <DE. 
| E Sejam os pontos O e D equidistantes dos extremos d 37. Logares geometricos (*). — Chama-se logar 
i f À A a y Ro ai - Si pelo ponto | | geometrico a figura formada por todos os pontos que têm 
f K ARTES se traçar uma MperpeTaas uma propriedade commum, com exclusão de todos os 
| k aaor a esta recta, a perpendicular | outros. 3 i A, 
i E Troa KAR op e D, situados Para determinar um logar geometrico, é p 
| f A A cdi dos pontos A e bs | conhecer primeiramente a natureza do logar dos 
t i | Ba pendicular e a recta CD ; tos que têm uma propriedade commum, e a posi 

D a A por terem dois pontos com TE desse logar em relação ás grandezas conhecidas ; 
E Pig. 32 Al e CD é, portanto, perpendicular | o se provará que todo ponto da figura gosa da proprie 
| D UOL TA s 3 dade indicada, e que todo ponto que gosa da propri 


dade pertence á figura, como se fez nos theoremas 33 
T À = e 34; ou então que todo ponto da figura gosa « : 
-HEOREMA Er. | priedade referida, e todo ponto que não faz par y 
figura não possue essa propriedade, como a demon- 


O ponto situ 3 strou no theorema 36. Isto é, será preciso onst 


$ equidista dos i ado na bissectriz d é 
o a na dos lados do anenlp- 2 de wnang 
a da bisseclriz não e O e todo ponto situado ENE NA Rte 
(fig. 33), quidista dos lados do angulo, Y Pr a e pie tonne e atiribuid 
i A tr -sec.), celebre pl Gian o € se g! Pao 


E in ir AA 
i GEOMETRIA PLANA 


T aa: 
o reciproco ou O theorema E = e - A - fes - 
os theoremas 33 e 34 por vim Eere DO: PROBLEMA. — Traçar a perpi 

j recta por um ponto 


o theorema directo’ è ' 
e o contrario. Assim, 


lado, e o 36 por outro, podem enunciar-se como si g - ; f an 
o O logar geometrico dos pontos equidist aa ig. 35). É 
rendas dk É po 3 a i Do ponto dado A ‘descre 


das extremidades de uma recta, é a perpendicular levan. Ea 3 3 3 
tada pelo ponto medio dessa recta. AMA E 7 arco que corte a recla nos pontos B 
os quaes equidistarão do ponto 
determinando outro ponto D, 


= 2e O logar geometrico dos pontos equidistante Eos i mninan ), tamben 
dos lados de um angulo, é a bissectriz desse angulo. 7 =: XD So dos ra B e C, a rec 
"a ES ie, 3 AD será a perpendicular procurada. 


Os logares geometricos constituem um dos proces- 
sos particulares para tratar as questões relativas as cons 
trucções geometricas, e representam um papel impo 
tante na resolução dos problemas graphicos. 


“40. PROBLEMA. — Por um ponto de uma recta ti- 

“mar. outra recta que forme com q primeira wm angui 

dado (fig. 36). s: ; ES pa 

Seja BAC o angulo dado, e 4º 0 . 

ponto dado na recta AMC, Fazendo 
centre no vertice 4 com um raio Ar- 
bitrario, traça-se o arco ab, e com o 
mesmo raio, fazendo centro em A’, tra- 
ca-se outro arco, no qual se tomava dis- 
tancia «' b' = ab, e traçando A'B’, o an- 
gulo B' 4º 0" será egual ao dado B A C (*). 


Reduzem-se geralmente os problemas graphicos ás 
construcções elementares da linha recta, determinada, or 
dois pontos, e do circulo, determinado pelo seu Sam i 
e o raio. Traçam-se estas duas figuras por meio de d dA 
instrumentos, a regua para a recta, e o com ni E 
o circulo. i i a 


j 38 z m; 
a Sara mê a aa — Tirar a perpendicular a uma 

E ET 8 A 41, PROBLEMA. — Dividir um angulo em duas par- 

f tes eguaes (fig. 37). i a 23 


ED a ; Ô 
o ponto dado fôr o ponto medio O da recta 


e ro gem 


ao caso anterior fic; a 
interior, “0 problema reduzido 


Ee 
“g AB, descrevem-se dos e z : ds ia 
E - gro com Jum mesmo tg como centros e E, Seja BAH o angulo dado. Do vertice 4 € mo 
va ; k ER m AC, dois arcos que se | centro, com un raio arbitrario, descreve-se um arco bes 
E i ” dicular RE HE ne a perpen- E depois, dos pontos be É como cen- 
e à tos De O e is s cada um dos pon- ; À j tros, com o mesmo ralo, i escrevem-se 
y , É Tudista dos pontos 4 e B. dois dir de circulo e vi aa 
> | ENE E À E \ em D; unem-se os pontos 4 
s | g não fòr e poge mediana AD é a bissectriz do angulo; | 

| 5 darão por sua segu a mesmos arcos ; que, dobrando a figura pela recta, 

E É Pig: 34 outro ponto Æ e a nterseo aaa um a o lado AB coincidirá com o Jado 

f Éi ; a perpendicular EE a com D, dará | j ; — por ser AD perpendicular ao 
k Ê rect 3º Si o ponto nN io Cda recta A B. | F Fig. 37 corda be. 
w S 'ecta, tomam-se nessa modo O UM ponto qui do massa io NE | ; 
E dado, duas dabra recta, à um e outro Bo ag y VA (*) Admiltimos como certo que os angulos são eg 
é É “Bllaes, e o do ponto = do os arcos comprehendidos entre seus lados e des 

f un mesmo raio do vertice como centro são tambem 


| esses arcos são eguaes sendo as cordas eguies. i 


y Poki 


gn] 


3 7 TE ae > NIKEN 
Ep Pe a rp menns 


TASFER 


ETa 
pa at 


td, determinar o camin 
o de uma recta, « mi 
A ponto ao outro, tocando ma recta (Lig. 38). 


da recta GD, Determinemos o 
ponto A’ symetrico de 4 em re- 
lação à recta C D; trace-se a re- 
cta BA”, que corta CD no ponto 
F, e AFB será o caminho mais 
curto procurado. 

Com effeito, é sufficiente 
provar que qualquer outro ca- 
minho, tal como AEB, é maior 
que AFB. Tirando AF’, temos: AE = 4" E, como obli- 
quas equidistantes do pé da perpendicular; -A F= A! F, 
pela mesma razão; portanto: 


Bo oe 


Pig. 38 


MBB =4BBcAFB=APRB:; mas AEB > A FB; 
logo; AEB > AFB. 


Nota. Os angulos AF D e BFC são evidentemente 
eguaes, pois ambos são eguaes a 4º F D: por conseguinte, 
o caminho mais curto de um ponto a outro, tocando uma 
recta dada, compõe-se de duas rectas que formam angu 
los eguaes com a recta dada. 


Exercicios 
THEOREMAS A DEMONSTRAR: 


1. Si sobr ecta se fi 
Es e uma recta se fixa um segmento de comprimento 
o a distancia de um ponto qualquer da recta ao ponto 
e Ren ad A egual, em grandeza e signal, á semi-somma 

j E o referido ponto aos extremos do mesmo segmento 
Ree 91 no plano de um angulo e pelo. vertice 
wa uma recta qualmer o o pela nc RR 
pi lualquer, o angulo formade ; i is 
sectriz do angulo dado é egual er | fe A. ia 
E a gue em grandeza q i 
omma dos angulos que a mesma recta RAN ir. 

a os lados do 


Signal, á 
angulo proposto, 


fórma com 


RA Toda perpendicular 
nos lados deste, dois pontos e 


á Disseclriz de 
otros A * UM angulo dela nim 
quidislantes RR cao 


do vertice, 


— Dados dois pontos do mesmo 
42, PROBLEMA. — Da tos do M 


Sejam os pontos 4 e-B, situados do mesmo lado + 
í , Mm 


PROBLEMAS A RESOLVER: 


bm 
que equi 


Ria 1 Determinar sobre uma recla wn ponto, 
= 9utros dois dados fóra da recta. Per = 
o 2. Determinar um ponto que equidiste de outro 
que fique tambem a egual distancia de duas rectas 
2 3. Dados dois pontos situados de um lado é de 
= uma recta, determinar sobre essa recta um “terceiro 
= que a differença das distancias aos outros dois pontos é 
— a maior possivel. : 3 E ea : 
4 Dada uma recta limitada, determinar varios pontos. Es 
seu prolongamento, usando sómente o compasso. do os 
3 5 Dada uma circumferencia, uma recta é nella um 
determinar sobre a recta outro ponto qua equidiste do pr 
da circumíerencia. Pas 3 E 
6. Qual é o valor do angulo formado pelas bissectrizes: Lo, 
de dois angulos adjacentes supplementares? 2º, de dois anguli adja- 
centes complementares? É sa ~ a d a S 


~ 
ma 


p 


M, — Parallelas 


43. Linhas parallelas. — Diz-se que “duas ec 
são parallelas, quando estão situadas no mesmo lamo 


E e não se encontram, por mais que se prolonguem. j 
Eo S DO a ; n de E 
E- “À existencia de rectas parallelas demonstra-se 
MM proposição seguinte: es 
<S è j d a $ 
E — THEOREMA 


dA. Duas rectas perpendiculares a uma 
são parallelas (fiz. 39). MEP nora) 


Pois, si as rectas CD e ER, i 
sendo perpendiculares a AB, se ex 
contrassem, passariam pelo ponto de 
— encontro duas perpendiculares a uma 
— mesma recta AB, o que é absur 


pd 


DO na ed ane fo a 


sr: 


45. Postulado de Euch 
tomado fóra de wma recta não poas 
uma parallela a essa recta (**). 


passar mais, qu 


46. COROLLARIO 1.0 — Duas rectas, wma perpen- 
dicular e outra obliqua a uma mesma recla, necessa- 
riamente se encontram (fig. 0). 

as rectas CD e B F, respectiva- 


| affeito, si 
Com € Mo 


mente perpendicular e obliqua 


GE 3 não se encontrassem, Jevantado a per- 
`: pendicular FG sobre AB, teriamos 
D pelo ponto F duas parallelas FG e 
E » FE à mesma recta CD, o que é im- 
Fig. 40 possivel (45). 


47. CoroLLARIO 2.º — Si duas rectas são paralle- 
las, toda recia: que corta uma dellas, corta tambem a 
outra (fig. 40). 


Sejam as duas parallelas CD e GF. Si a recta 
EF, que corta GF no ponto F, não cortasse tambem 
CD, pelo ponto F passariam duas parallelas a CD, o 
que é impossivel. 


48. CoroLLARIO 3º — Si duas rectas são paralle- 
las, toda recta perpendicular a uma dellas é tambem 
perpendicular á outra (fig. 40). Si a recta AB, sendo 
perpendicular a CD, não fosse tambem perpendicular 
à sua parallela: ŒF, as duas rectas CD é GR uma 
perpendicular e outra obliqua á mesma recta, se Pan 
trariam (46), o que é contra a hypothese Pa A 


(*) Evcumes (— IN s 
- TA A sec.), celebre geometra da antigui 
due er k é geometra da a N 
fue erigiu em corpo de doutrina as verdades geometricas ntiguidade, 
S geo as. 
9 Este er i 

s SE nunciado, e lembr: 
é equivalente ao proposto qus Bea o postulado de 

am P or Euclides, 4 p 
Sepad maste pi uclides. A theoria das 
não obstante os esforços dos. 


Gergonne, 
| í parallelas 
até hoje sem d stração 

i e demonstração rigoros 
maiores geometras é EN 


netides (*). — Por um ponta À 


dae 


~ uma terceira recta são parallelas 
“entre si (fig, 41). 


sariam duas paralelas a EF (45). 


“uma terceira MN, chamada então secant 


Conor 


— Pois si AB e OD se encon- 
trassem, pelo ponto de encontro pas- 


- 50. Linha secante. — Si duas vaa 
rectas quaesquer AB e CD (fig. 42) são cortadas por 


esta secante oito angulos com as denominações seg 
Os quatro angulos AEF, BEF, DFE e Ci 
situados no interior das rectas da- 
das, chamam-se internos; € 08 0] 
quatro ABM, BEM, DEN e CEN 
chamam-se externos. sé CR 
Os angulos intemos Bi 


Fig. 42 


CFM, situados de um lado- e de 
outro da secante, e não adjacentes, ; 

chamam-se alternos internos. EA 
tambem alternos internos 05 E 

los ABEN e DEM: o a 

‘Analogamente, denominam-se alternos externos os. 
angulos AEM e DEN, e bem assim BEM e CPN. 

Os angulos BEM e DEM, um externo e o tro: 
intemo, do mesmo lado da secante e não adjacentes, 
chamam-se correspondentes. Portanto, são tambem cor- 
respondentes os angulos BEN e DFN, os angulos o Ey 


e CFM, e os angulos AEN e CEFN. oA 
Os angulos AEN e CEM ou BEN e- 
mam-se internos do mesmo lado da secante; e 
AEMeGFN ouBEM e DE N, chamam-se e, 
mesmo lado da secante. RAS LES 


dr! 


; THEOREMA 


Duas rectas são paralelas: 


- serem eguaes os angulos em 7, como oppostos pelo ver- 
“tice; e, finalmente, PH coincidirá com EG, por serem 


atacada 
CO quONIERIA PLANA O 
go Si os angulos à 
lado da secante são sup, 


o Seis „uaes OS À 
Le Sgian RENAS pEM. Pelo ponto medio 1 de | 


EF traçase GH perpendicular 
Za g CD; si se provar que GH é 


nlernos ow externos do «mesm 
plementares (fig. 49). 


ag gF - tambem perpendicular a AB, o. 


A theorema estará demonstrado 
|e (44). Ora, faça-se girar a figura 
l pr TIH em tomo do ponto 1, da di- 
N, reita para esquerda, até que LE 
rig. d3 se superponha a I E. Neste caso, 

o ponto F coincidirá com E, por 


ser LP=TE: assim tambem ZH coincidirá com IG, por 


eguaes por hypothese os angulos AEN e DEM; logo, 
o ponto H cahirá sobre G, e os angulos em Ge M 
cujos lados coincidem, são eguaes e rectos; portanto, 
a recta @H é perpendicular a 4B e as rectas ABe 
CD são parallelas (44). 


2º Si os angulos correspondentes BEM e DEM 
são eguaes, como o angulo BEM é egual a AB N, con- 
clue-se que os angulos alternos DFM e AEN são 
eguaes; logo, as rectas AB e CD são parallelas. 


3º Si os angulos internos DFM e BEN do mesmo 
nado secante são supplementares, como os angulos 

A e BE N tambem o são, os angulos alternos A E N 

e DFM são eguaes, por terem o mesmo supplemento; 

logo, as rectas AB e OD sã AT: S É 
go, as AB e CD são parallelas, 


TAROREMA RECIPROCO 


52. Si duas rectas l S S 6 DA 
( paralela ) tada ) 
e ; ê par lle O cor é 07 


1.º 

2,0 

3. 
lado da 


Os angulos alternos são eguaes 
Os angulos corresponde s são 
Os angulos internos ou 
secante são supplement 


ntes são eguaes. 
externos do mesmo 
ares (fio, 44). 


angulos alternos AEN e E 
não fossem eguaes, poder-se-ia 


z aka j y f 7 oo: 
1º Sejam as rectas AB e CD parallelas. 
angulos alternos AEN e DEM a 


traçar uma recta A'B’, que for- 
masse com C D angulos alternos 


“eguaes; mas, neste caso, a recta 


A” B seria, pelo theorema directo, 
parallela a C D, è teriamos então 
pelo mesmo ponto Æ duas paral- 
lelas Œ D, o que é absurdo (45). 

2º Acabamos de provar que os angulos altern 
AEN e DEM são eguaes; mas, como 05 angulos AE 
e BEM são eguaes, conelue-se que os angulos corres- 
pondentes DEM e BEM são tambem eguaes. a Ae 


80 Os angulos AEN e BEN são supplementare 
e, sendo eguaes os angulos AB N e DFM, como alte 
nos entre parallelas, os angulos internos do mesmo l; 
da secante DF M-e BEN são tambem supplement 


THEOREMA 


nd DLA 


53. As partes- de parallelas comprehendidas. 


parallelas são eguaes (fig. 45). é 
Sejam as parallelas A B e O D comprebendidas entr 
as parallelas 40 e BD. Traçando a secante AD, ter 
mos os angulos BAD-CDA e CAD=BDA, como 
ternos entre parallelas. Seja 1 o ponto medio de AD; 8 
fizermos girar afigura A C D em torn 
de 1, até que o ponto 4 venh 
e o ponto D á posição que occu 
. A, vemos que AC tomará a dir 
DB, ce AB a direeçã 
tude da egualdade dos 
nos acima mencionados 


no 


x E 
Ame DEG são supplementares. 


GEOMETRIA PLANA 


“Si as rectas AC e BD fos- 
l-o-iam tambem à sua pa- 
s, que podem ser em 


54. COROLLARIO. ~ 
iculares à C P, se 
sem perpendiculares à varn 
rallela 4 Bj; © essas perpendiculare 
i j le C D, mediriam i 
qualquer ponto de CD, ' s 
H Ka B à recta C D; conelue-se, pois, que duas rectas 
paralelas equidistam em toda sua extensão. 


THEOREMA 


35. Dois angulos, cujos lados são parallelos, são 
eguaes quando seus lados são dirigidos no mesmo sen- 
tido ou em sentido contrario; e são supplementares 
quando têm dois lados dirigidos no mesmo sentido e os 
outros dois em sentido contrario (fig. 46). 

1º Sejam os angulos ABC e DEF, cujos lados, 
são parallelos e no mesmo sentido. Prolongando DE 
até encontrar em H o lado BO, 
teremos o angulo ABC = DHC, 
como correspondentes entre paral- 
lelas, e DHC = DEF pela mesma 
razão: logo, ABO = DEP. 


2º Sejam agora os angulos 
ABC e GEH, cujos lados são pa- 
rallelos, mas dirigidos em sentido 
opposto. s 


Prolongando os lados do angulo GEH em sentido 
contrario, além do verlice, formamos o angulo DEF 
egual a ABC como acabámos de ver, e tambem egual 
ao angulo ŒEH, como oppostos pelo vertice; logo 
ABC = GEH. AA 


o 


Fig. 46 


9 e AEN eta - a 

rd Consideremos, finalmente, os angulos ABC e 

NE têm dois de seus lados AB e DE parallelos 

10 mesmo sentido, e os outros dois BC e EG 

tido contrario. PERO ça 
Prolongando G E, fórma-se o 


mentar de DEG e egual ao ang angulo DEF, supple- 


ulo ABC; logo, ABC 


v distancia dos pon- + 


são eguaes ou supplementares (fig. 47). 


; supplementares. 
E pendicular BH ao lado B C, e BG perpendicular ao outro 
são respectivamente parallelos 
“os angulos GBH e DEF são 


"* complemento HBA; por con- 


“tares. Qu, obra 


“posição qualquer, sem que seus 


! , l E 3 
Er Ea E P hoo Eca jie. RT CEN 


56. Dois angulos, cujos lados são perpendicular 


Hyr.: Os angulos ABC e DEF têm os lados 
pendiculares. Pt 
— THESE: 


i 


Os angulos ABC e DEF são oguaos Q 


Demonstração: Levantemos pelo ponto: B a per- 


Jado B 4; formaremos assim um angulo GBH cujos lados 


aos lados do angulo D Æ F ; logo, 


eguaes ou supplementares (55). 
Mas os angulos GBH e ABC. 
são eguaes, por terem 0 mesmo 


seguinte, os angulos ABC e- 
DEF são eguaes ou supplemen- 


THEOREMA 


57. Si duas rectas se corlam, as suas perp 
culares respectivas tambem são concorrentes (ig 
Com effeito, si as rectas DE e F G, respectivam 
perpendiculares a BC e AB, nã 
se encontrassem, seriam parallela 
mas, neste caso, seriam tambem 
rallelas as rectas ABeBC. 
48), o que vae contr 


58. Observações. — 1º 
proposições contrarias dos the 
mas 51 e 52 são evident 
verdadeiras, o que dispensa a demonstração direc 

“Da As reciprocas dos theoremas 55 e 56: 
verdadeiras; pois dois angulos podem ser eguaes 


lados sejam 


Rod 4 


ou perpendiculares. | 


á 
| 
Í 
k 


gemer 


PYN ; 


pap 
— GEOMETRIA PLANA 


39. Deslocament 

i ariavel. 
| de fórma invariay igur 
ral póde ser deslocada em seu plano pelo mo- | 
i º 


vimento de translação ou pelo de rotação. 


A translação é um movimento no qual todos os 
a figura descrevem rectas parallelas entre si,- 
ntido e do mesmo comprimento. 

sobre a translação, as seguintes 


pontos d 

do mesmo se 
Demonstram-se, 

proposições é 

ja O movimento de translação não deforma as 
figuras. f 
2a Na translação toda recta da figura se move 
parallelamente a si mesma. 

3a O movimento de uma figura resultante de va- 
rias translações é uma translação, chamada resultante 
das outras componentes. 

O corollario do nº 19 emprega este movimento 
à figura formada pelo angulo recto ABC. 

A votação é um movimento no qual todos os pon- 
tos da figura giram em torno de um mesmo ponto fixo, 
chamado centro de rotação, e descrevem arcos de circulo 
do mesmo sentido e da mesma medida, 

“Demonstram-se, sobre a rotação, as seguintes pro- 
posições : s 

12 O movimento de rotação não deforma as figuras. 

Gu Nar 7 3 

2^ Na rotação todas as rectas da figura se des- 
locam de um mesmo angulo. 

i) J i estahelece-s p A 
E estabelece-se o seguinte theorema de 
e E a E Todo deslocamento, em sew plano, de uma 
ta plana de fórina invariavel, póde ser produzido 
por aa Rain ou por wma rotação. 

s theoremas 51 e 53 appli 

o as e 3 applicam o ime | 
rotação plana em torno do no o ato aa a 
Vl ET O É, O 7 eiro em rela- 
ção à figura FIH e o segundo a ACD. E) 


60, Observação. — Na 


9 demonstração É 
mas 28, 29 e 36 empre onstração dos [hegre- 


gamos um movimento que con- 


= siste em dobrar a figura por uma recta. Esse mov 
-é tambem chamado de rotação em torno de um eixo, | 
=~ tem o inconveniente de sahir de um qnesmo Plano, 
- se tratando de geometria plana; e, si o empregámos, 
= com o intuito de seguirmos a maneira classica de ap 
— sentação das primeiras questões de geometria pl 


É; 61, ProBuema. — Por um ponto dado fóra de 4 
-recta tirar uma parallela a essa recia (fig. aoan 


r, Sejam o ponto A e a recta BC. Do ponto 
trace-se uma secante qualquer Pg 
AB; depois, com o raio AB, $ 
descreva-se o arco B D de centro 
"4, eo arco AC de centro B 
i tome-se BD = AC, e AD será 
a parallela pedida. x 
Com effeito, as rectas AD 


e BC são parallelas, porque for- Cs 
mam angulos alternos internos eguaes com a secante À 


E- “62. PROBLEMA. — Por um ponto jóra de 
E: recta traçar outra recta que forme com a primeira 
= angulo egual a outro angulo dado (fig. 50). S 


2 Sejam o ponto C e a re 
AB. Por um ponto qualquer 
-da recta AB tire-se` AD, que 
me com AB um angulo egual. 
angulo dado, e pelo ponto C 
parallela CE a AD, e CE será í 
recta procurada. 


Fig. 50 


Vê-se, com effeito, que os angulos CEB « 
são eguaes, como correspondentes entre par: lelas 
DAB é egual ao angulo dado; por conseguinte, 
tambem o é. A 


— de intersecçã 
gulo que ellas formam 
4 Pres 


E sk 


— GROMBENTA PLANA 
D as duas rectas dadas, cujo poni 

de intersecção é inaccessivel E 
Duas rectas EF e GH bs 
radas parallelamente a essas te- 
ctas dadas, a distancias eguaes 
dessas mesmas rectas, dão um 
ponto M equidistante de AB 
e CD; um segundo ponto N, 
obtido da mesma maneira, de- 
termina a.bissectriz MN proai 
curada. Com effeito, esta re- 
RE eta é equidistante das duas rectas dadas: logo (36), 
DC é hissectriz do angulo que ellas formam. ; 


Sejam 4B e C 


CAPITULO SEGUNDO 


Polygonos | 
PECA C Ohomil- Ç i da sup 

64. Definições. — Chama-se polygono toda supi 
ficie plana limitada por linhas rectas que se aeria dua 
a duas. 


Exercicios As rectas recebem o nome de lados do polyg Es 
“Sá J - THEOREMAS A DEMONSTRAR: eo nina desses lados denomina-se gomhenio E ; 
q E - Si os dois angulos têm seus lados parallelos, suas bissectri- metro. do polygono. SA Roe PERR 
jk E: zes a parallelas ou perpendiculares; e si os angulos têm os lados » Os pontos de encontro Es Eae Ee 
E perpendiculares, suas bissectrizes são perpendiculares ou parallelas, £ Ì internos, (ue formam dois la os cons e C 

: E 2. Si pelas extremidades de uma recta e pelo seu ponto q vertices e os angulos do polygono. Ao angulo rmat o, 
E E: medio se traçam paralelas que terminem em outra recla, a que ê q $- da vertice por um doce prolongamento | 
3 &- traçada pelo ponto medio é a semi-somma das outras duas parallelas. E d em cada. ul E ad polygono- 7 r 
E E r ; : | outro, chama-se angulo extern l E 
E hs PROBLEMAS A RESOLVER: i Chamam-se angulos adjacentes a um qua juen 
y i. Dadas duas rectas, determinar um ponto que diste de -F i de um polygono, Os dois angulos que tèm esse 
$ uma dellas um comprimento dado, e da segunda wn comprimento b lados le potyg t É) OEN adjacente. 
f s tambem determinado. E lado ES e este, por a > gets 
“A JA 2.º Traçar uma recta parallela a uma recta dada, e que esteja E E is angulos. x j: RT s TE á 
k a egual distancia de dois Epa conhecidos j l y- f doi ER diagonal A recta que une dois y 

3. Sobre um rio,- de margens rectilineas e parallelas, cons- 3 x E SR 


i 1 € a ; ivos um polygone. 
truir uma ponte normal ás margens, e cujas entradas equidistem 4 não: consecutivos i um a no: 
de dois pontos situados de um e outro lado do rio, de modo que q f ABCDE (fig: 52) 3 polygo $ 
a communicação entre os dois pontos seja a mais curta possivel, ~< F- AB, BC, CD, ete. são o lados; 
i e ao Ea le ea a um angulo, cujo ver- | A, B, O, D e E são os vertices; EB 
ce é desconhecido, determinar o outro lado. PE i g es: ou seu 
5. Dados dois pontos sobre um lado de um angulo, e EO duas Ron DE is am- 
outro ponto na bissectriz què, mido com opposto pelo vertice CD » dor 
secantes eguges, gulos exteriores; e E DO, um angulo 
interior; o lado AB é adjacente nos 
angulos EAB e ABC. Fa ns 


achar 
aquelles, origine duas 


EXERCICIOS NUMERICOS: 


` 1. Uma secante, encontrando duas parallelas 
dois angulos alternos internos de 30 ; 
angulos formados pelas parallelas e a s 
2 Um angulo tem por valor 65 
cujos lados são parallelos é cuja abe: 
lido opposto; T 


fórma com ellas 
alcular o valor dós outros 
ante, 

20; quanto vale out 
Hwa está dirigida: q) 


65. Classificação. — pa e pe 
perimetro de um polygono wna li 


ro angulo 


b) no mesmo sentido. eim "sen- 


q 
E 
k 
+ ER. 
| E 
b pi 
f i a 
E 
f | 
$ f 
E 
t ' 
É LÃ 
E 
y DE 
h 
i; 


£ zari z gd F 
; nd E gs 
GEOMETRIA PLANA PAAR 


s P N 


priedades desta (10), e o polygono, 


“da, gosa das rp 
por consequencia, é convem 


perimetro é tambem convexo ou concavo. Assim o 


da fig. 53 é concavo. Este tem um 


trante. 


lados eguaes, equiangulo, quando 
seus angulos são todos eguaes; € 
regular, si reune as duas condições. Em caso contra- 
rio, denomina-se irregular. 

Abrangendo um angulo uma extensão indefiuida, 
faz-se necessario que uma terceira recta corte seus lados 
para se ter uma superficie plana limitada, e neste caso 
ter-se-á o polygono de menor numero possivel de lados, 
ou o triangulo, que é necessariamente convexo e não 
tem diagonaes, pois, todos os vertices são consecutivos. 


Os polygonos, segundo o numero de lados, recebem 
as seguintes denominações: 


Fig. 53 


Triangulo, quando tem tres lados 
Quadrilatero, » > quatro 
Pentagono, » » cinco 
Hexagono, » » seis 
Heptagono, » » sete 
Octogono, » » oito 
Enneagono, » » — nove » 
Decagono, » pa dez 
Undecagono, » » — OUZe » 
Di, » » doze i 
entadeca gi 
TE e Ro é 
» vinte y 


Dárda-s vitor 
E evitar esta nomenclatur 
ki neu os e os quadrilateros, dizen 
inco, de seis, de sete, ete. lados 


a, exceptuando os 
do-se um polygono 


iai AE TA a ER 


o ou concavo, segundo o seu, 
polygono da fig. 52 é convexo, é o 


E angulo em C, maior que dois re- 
ctos, que é chamado angulo reim- 


Um polygono chama-se equi- 
5 D latero, quando tem todos os seus 


o | — Triangulos 


“tres lados, e consta de seis elementos: | 
“tres angulos e tres lados. Os angulos de- - 


“o angulo, 4 e o (lado a serão oppostos (fig. A 


à Re 


© 66. Definições: — Triangulo é um polygo 


signam-se commummente com as letras 
4, B, C, collocadas nos vertices, e os la- 
dos oppostos à esses angulos com as 
mesmas letras minusculas a, b, ¢; assim, 


54). Ordinariamente, porém, dispensamo- 
nos de escrever essas letras minusculas — — 
representativas dos lados, dizendo lado BC, por 
plo, em vez de lado a. Re 


THEOREMA 


67. Em todo triangulo, um lado qualquer é nen 
que a somma dos outros dois e maior que a sua di 


ferença (fig. 54). ; Ev S 
Com effeito, suppondo AC o maior dos tres 
e AB o menor, temos evidentemente: : 
do AG<ABAHBO (3) + RESP 
20 AB+BODAO ou AB>A0—BC 
Por conseguinte, para se poder constr 
gulo com tres rectas dadas, é preciso que satista 
condições indicadas, que se resumem nesta; Ser a 
das tres rectas dadas menor que a somma das. 


duas: Ed s RCE 
i THEOREMA o | 
B 68 A somma do 


de um triangulo é egual 
„ig Bulos rectos (fig ROD) 


4 
E 
É 
ER 
E i 
a 
e KE 
E EM 
MH 
$ t 
} yi 
i op 
f i i 
| pN 
$ ER 
f i 
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serem alternos entre nosso 
pela mesma razão, donde >i o r Eder 
elos, ow simplesmente HA-B-pQ=4 1 aF 
` OROLL? 19 — Qualquer angulo caterior 
Dr de um pa é egual á somma 
dos dois angulos interiores não 
adjacentes (fig. 56). 
Com effeito, o angulo exte- 
rior BOD tem para supplemen- 
CPS to o angulo € do triangulo; e, 
E D pelo theorema anterior, a som- 
Fig. 56 ma dos angulos A+B tem tam- 
bem o mesmo angulo € para 
supplemento; logo, © angulo exterior B ¢ D= A -+ B. 


70. CoroLLARIO 2º — Um angulo qualquer de wm 
triangulo é o supplemento da somma dos outros dois. 


B' uma consequencia immediata do theorema. 


7i. CoroLLario 3° — Si dois angulos de um 
triangulo são respectivamente eguaes a dois angulos de 
outro triangulo, © terceiro angulo de um é tambem 
egual ao terceiro angulo do outro; porque estes ter- 


ceiros angulos são supplementos de sommas eguaes. 


_ 42. COROLLARIO 4.º — Dois lriangulos, cujos lados 
são vespechvamente parallelos ow perpendiculares, têm 
05 seus angulos respectivamente eguaes. 

e 7 
3 Com elfeito, os angulos são eguaes ou supplemen- 

a e 56); sendo, pois, Ae A, B e B', C e C os 
pares e E enos lados são respectivamente paral- 
elos ou perpendiculares, podem dar-se as inte 

; ares a -se as seg 3S 
combinações: a á E di 
lia A + A" 


2» A+ 


E 2 rectos; B--B' = 2 rectos; (0º =9 rectos 
a A= 2 rectos; BA-B'=9 Tectos; C= 0i 
f A=A ; B= B', donde = 
Destas tres combinações sómente 


iv peca a terceira é ad- 
ivel, porquanto qualquer das outr a é ad 


as duas daria mais 


miss 


£ sa 


q3. 
mais de um angulo recto, nem 
pem um recto e outro obtuso porgu 
destes casos; teriamos mais de dois am 
somma dos angulos do triangulo, a 
Por conseguinte, um triangulo só póde ter 
gulo recto e dois agudos, ou um obtuso e dois 
ou ainda os tres angulos agudos. a sr 


74. Definições. — O triangulo chama-se 
lo, quando tem um angulo, recto; obtusangulo, qua 
tem um angulo obtuso; e acutanguio, quando os tres 
gulos são agudos. Os triangulos acutangulos é. 
gulos denominam-se em geral triangulos obli 

No triangulo rectangulo Cha 
opposto ao men e cathetos 

a angulo recto. E AO 
m go es agudos de um triangulo E 
complementares, porque a sua somma o 
recto. À os 7 

O triangulo chama-se tambem egi 
seus tres lados são eguaes entre sl, 150 
dois dos seus lados são eguaes: é escal: 
tres lados são deseguaes: 

Base de um triangulo é o fac E | 
suppõe que elle está assente. Toe feia ! 

vertice do angulo opposto Ra oe a 
é a perpendicular paica do verica aa 


dos lados eguaes que se ch 
tice do triangulo, € O lado O 

Chama-se mediana, de 
une um vertice ao meio 
interior, a bissectriz de 
bissectriz exterior, a D 


eres rm i aranira, 


THEOREMA 


Si um triangulo tem dois lados eguaes 


r 18 
os são tambem eguaes. 


os angulos oppost 
90 Si um triangulo tem í 
maior lado se oppõe O maior angulo (fig. 57). 
ps Hyp.: Os lados CA e (CB são eguaes, 
Trese: Os angulos 4 e B são egunes, 
Demonstração: Tracemos CD perpendicular a AB 
e D será o ponto medio de AB (81). Dobrando agora 
a figura pela recta CD, temos que DB tomará a dire- 
eção DA, por 


G serem eguaes Os 
angulos em D; o 

28 ponto B coinci- 

S ; 


dirá com 4, por 
É ser DB = Das 
DOR e os lados OA 
Fig: 57 e CA tambem 
coincidirão, por- 
que os seus extremos coinci ES 
v s coincidem; 3 ; 
as em; logo, os angulos 4 e B 
Da r 
i Hyr.: O lado PG>EG 
q O angulo GEF será maior que GFE 
EMONSTRAÇÃO: T k 
a EE EAE Tomemos GH=GE e tracemos 
Ui No trit ISOSC j i By 
S Me o isosceles EGH, os AR GE 1 
4 São eguaes e, portanto, o « r G 
mas o ane 1 ~ , 0 angulo GEF>G i; 
egual AR GHE, extemo ao triangulo EF H po 
Rs ma dos angulos HFE e FEH 69 Rio 
l o angulo HFE, Hen e EE MA (09), € matror 
se, pois: 


GEF>GAE>GFGE, 
: logo: GEF>GFE 
“6. RECIPROCO, - | 


- E” necesse 
k ) essariamente certo (é 
| to (32 
ft, Conocramo 1, paes 


tambem equiangnlo, « O triangulo equilatero é 


> Por conseguir gular 
i g ite reg p. 
; ia COROLLARIO an À altu j) k 
li JES issc | 
Sosceles é tambem bissectriz e me a A 
ediana 


um tric 

rangulo 
g lo lo vertice « 1 base e í 

le (o) & $ € 


: pois que diyi 
a > divi- 
m duas partes egunes 


lois lados deseguaes, ao À 


79. Dois triangulos bão egunes, qu REIT: 
lađo egual adjaċente a dois perenes fi 
equaes (fig. 58). nos pect 

Hyr.: AB=A' B; AA Bap RE 

Tuese: Os triangulos ABC e 4 BC são eg 

DEMONSTRAÇÃO: Transportemos mentalmente é 
angulo ABC sobre ; 
ABC, de modo que 
o lado Æ B- comeida 
com seu egual AB, € 
que o ponto O fique 
do mesmo lado que C. 

Sendo eguaes Os 
angulos 4 e 450 lado ; ES ug, 
AU" tomará a direeção AC; assim tambem, devido á 
egualdade dos angulos B e B, o lado B'E tomará à 
direcção BC; e o ponto Œœ, devendo se achar sobre 
AC e BC simultaneamente, cahirá forçosamente sobr 
o ponto C; logo, 05 triangulos são eguaes, porque com- 
cidem todos os seus lados é vertices. o o a e, 


Fig. 58 JA 


A THEOREMA = Apr N 

80. Dois triangulos são eguaes, quando têm dois i 
lados respectivamente eguaes é tambem egual O angulo. 
comprehendido (fig. 59. E 

Colloque-se um tri 
que os angulos eguaes 


angulo sobre outro, de modo 
Ae A coincidam; neste Caso, 
sc sendo: AB=A4B, & 
e AQ= AC, 08" 
; tos Bet: 
neo e 

— respectivamente, - 
Bro keie triangulos são” 


cguaes, 


E > 


B'C', do 


GEOMETRIA PLANA ` 


triangulo ABC sobre Pd 
uaes A e 4º coin- 
cidam; O gta a 
rá a direcção 
Be e o lado 40 K 
confundir-se-á como A 
seu egual Æ’ C”; neste 
caso, as perpendicu- 
Jares C D E D' tam- mB 
am coincidirão, por- TEE T E 
en de um ponto exterior a uma recta só se pó 
uma unica perpendicular a essa recta ( 


THEOREMA 


ires lados respectivamente PE nda PRA 
Colloquemos o triangulo A BC sobre j RR 
modo que o lado AB coincida com o seu egua E E 
e que o ponto C fique em C”, do outro lado do ponto C: 
O triangulo ABC” será uma reproducção do tri- 
angulo ABC, e bastará, pois, para demonstrar O 
; theorema, pro- 
var a egualda- 


à ; ndo têm os 
st Dois triangulos são egunes, quando 


Wi F 


g g de dos trian- lados CB e C B’, eguaes por hypothése, 
5 gulos ABC e j quas que equidistam do pé da perp 
E s ABG Ora, e 4 DB=D'B, e os pontos B e B soine 
q i o e a 3 a E g eguaes os dois triangulos porque. 
q E Caos ai a ps = d A ices. ade Fa | < 
T angulo BCC E: vertice! 4 Fe 
$ TE q a a -EN i 83. CoroLLaRios. — Doi 
E Dyp e, a ds e s >, 
) Lg £ 5 Š s s são eguaes: L po 
3 i os angulos BCC” e BC'C são eguaes. O triangulo : los são eg E; E E ANR 
E E ACC é tambem isosceles por hypothese; logo, os an- E q 1.º Quando têm eguaes ASA 
$ i gulos ACO e ACC são eguaes. Temos, pois: E agudo- SRE S 
i BOC =B” G T - ro Quando têm aguas pe kit 
f i -a gudo. ý 
! E ACO =A” C | agu ; P IA 
i i Sonmando ordenad t ACB=ACB E: 3.º Quando têm eguaes 05 
h $ ando ordenadamente, vem: 4 =A B. E) ndo Hi ; 
f A nente, vem C E i dá Qua: têm eguaes um 
E Os triangulos ABC e ABC" têm dois lados tes- E: (fig. 62). E AA S 
t f pectivamente eguaes, e egual o angulo comprehendido: 5 p RO EE i gulos re 
y logo (80), esses triangulos são eguaes. Ef Com effeito: De angulo agudo eg 
i; „Os tres ultimos theoremas constituem os tres casos A as hypotentaa ce M lo Eua 
fundamentaes da egualdade de triangulos. Ei k 5 serão 


THEOREMA 


52.. Dois triangulos são eguaes, 
lados respectivamente equaes, e tamben 
opposto ao maior desses lados (fig. 61) 

Baixemos do vertice nu 
a perpendicular 


quando têm dois 
1 egual o angulo 


Rã Commum aos lados eguaes 
ar adi GS o Er 
tdo opposto. Coloque-se agora o 


TR io 
B Sendo O angulo BAC>D; Fo 


s tém ds. cata go do angulo BAC. Seja, pois, A Es 
rectangulos têm Os os tro ado ED e ane a TEC: o 
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go Si os triangulos | porque têm dois À é ia OL 
3 Iva te eguaes, são eguaes, porqu 7 É oma E 3 Res 
DERA a tai o angulo comprehendido (80). 3 a será uma apa RA a 
i AES x p ido a demonstrar eségualdade 

4o Si os triangulos têm as hypotenusas eguas- a o pin re E pi E 
e um catheto egual, AB=4'B' e BC=B' C, fazendo . o Os triangulos BAH e GAT são egui 
coincidir os cathetos eguaes AB e A'B’, os outros dois H G. lado AE Conana e Ra 
cathetos coincidirão em direcção por serem perpendi- E i têm O E BAH=HAG o pes 
culares, aos primeiros, e as hypotenusas tambem coin- + E o anguio á , i 
cidirão, como obliquas eguaes do mesmo lado da per- 
pendicwlar (31). 


No triangulo CGH temos: 
cB>0G; logo, CB>DP. 


E y 84. Observações. — 1.* Em triangulos eguaes, ] $ 86. Reciproco. — Si dois triangulos tém 
q E aos angulos eguaes oppõem-se lados eguaes. ; dos respectivamente eguaes e os terceiros lad 
4 is 22 Dos theoremas precedentes sobre a egualdade aguas, dota tado pias Rr Rigo 
E E dos triangulos, conelue-se facilmente que um triangulo Com effeito, o angulo A não póde ser egual 
E é determinado, quando são conhecidos tres dos seus & menor que o angulo E; pois, Si esses an 
H elementos, entrando pelo menos um lado. A possibili- E eguaes, os triangulos seriam eguaes pelos 
É, dade do triangulo exige tambem que um lado qualquer , e os lados BC e DF seriam tambem 
E seja menor que à somma dos outros dois, e que a som- d hypothese; e, si o angulo A fosse menor que E, seria o 
À i ma de dois angulos seja menor que dois rectos. k y lado BC menor que DF, o que é tamb mbem contra Sa 
ER E hypothese; logo, o angulo A é necessariamente 
f Fa THEOREMA 3 que o angulo E. x i7 
| ~ Rs Si dois triangulos tém dois lados respectiva- 3 THEOREMA 
| T a e e os angulos comprehendidos por esses : di de dois i 
Í ii dos sao deseguaes, ao maior ans PE 7 : i i ontos medias NE CON 
i | maior lado (fig. 63). a vior angulo oppõe-se o 87. A recta que une os pontos med 


lado é 
Hrer AB=E D: 40 = EP: B ic li 
i THese: BC > DF. a 
Demonstração: Collo: 


DEP. PTER 


Jue-se o triangulo DEF sobr 


B BAC do 


Hpg que q lado EF 


comeida 


modo 


com p ; E í 

seu egual AC e x 4 
que o pont 
o É fique E Ego 


10 
lado da 


recta 
AC que o ponto 


aid Aa 


Neo = E 
GEOMETRIA PLANA — 


lendo os lados a ar 
dade dos triangulos deduz-se: 


=4 “que demonstra o theo- 
Ba=u0, e bO=ca=4b.o qu E 4 


rema. 
THEOREMA 

88, Em lodo triangulo, as tres medianas se cor- 
tam no mesmo ponto, que se acha aos dois terços de 
cada uma dellas a partir do vertice ou a um terço 
fi 
do lado (fig. 65). í 

Sejam Bb e Ce duas medianas e D o ponto onde 
se cortam, o theorema ficará demonstrado si provar- 


mos que Di==B) e De Ce. Para isso, una- 


mos os pontos medios e e f de 
BD e CD, e tracemos a recta cb; 
ef e cb serão parallelas a BO 
e eguaes à sua metade (87); logo, 
ellas são tambem eguaes e paral- 
lelas, e os triangulos cDb é eDf 
são, por conseguinte, eguaes (79). 
Fig. 65 Temos, pois: 
0D=De=eB e cD=Df=fo: 


ou Dh= pa 


; 1 
e De=-— Oo, egualdades 
o 
que demonstram o theorema. 


THEOREMA 
g 7 i 
à 89, Em todo triangulo, as tres mediatrizes concor- 
rem em um ponto que equidista dos vertices (fig. 66) 
' Com effeilo, as perpendiculares DO e FO 
concorrentes (57), € o ponto de en- 
contro equidista dos 


pontos A e B e B 
ambe 
rar de 4 e 0, por pertencer 


são 


perpendiculares eyi auas 3 
E o e ao meio p E 
ar OU bom ro ponto ( 
TELUR dos tres vertices z E 
1 POT Conseguinte, A perman aa 
ooe o (84; a perpendicular Á D a; 


Fig. G6 


Jos no mesmo sentido. Da egual- 


90. As“ tres alturas de um tr 
em um mi 
`B E t eia 


eS opinem et 


ao lado o 
angulo D 


DB=A0=E (58). 
Assim, pois, w altu m do. 

osto são perpendiculares aos lados do trian 
Duas) nos seus pontos médios, e são conc rrentes 


THEOREMA = z 
9i. As tres bissectrizes de um triangul: 


Fig. 67 


E em um mesmo ponto, que equi- 

E q dista, dos tres lados (fig: 68). | E 

E | Com effeito, o ponto, 0, em 
i que se cortam as hissectrizes dos 5 

E; angulos 4 e B, é um ponto qua 
De 4 equidista dos tres lados e pertence, 

4 portanto, á hissectriz do terceiro à 
E 4 ı amgulo O (36). E Vel E ; 
“e : 92 a E — Construir um tr gul 
i os tres lados (ig. 69): ER 
m É Sejam os tres lados nt, m,e P. 
E n= GS Dos extremos de. 
- p —— ; 3 egual å qualquer E e 
E! -~ dos, m por Ren 


A B “ ceiro 


a à Fig. 69 
E pa , iwel si o maior 
Fl sempre possivel, 
“A que a somma dos outros 


GEOMETRIA PLANA 


dois lados e o angulo comprehendido 
ig q mi 
(fig. 70). n 
Sejam os lados m € n e o nm 


angulo K. No exiremo de uma re- Sn 
eta AB = m constroe-se um angulo é 


DE 
d4 = K toma-se sobre o outro lado C 
4 i Vaat 
do angulo um comprimento AC = n, 
e tirasse BC; ABC é o triangulo : 
que se procura, 4 z É 
Nora. — Este problema é sem- EA 
pre possivel e determinado. 
94. PROBLEMA. — Construir um triangulo, dados 


um lado e dois angulos (fig. TL). 


Podemos considerar dois casos: 


l° Que os angulos dados 


== Ke L sejam adjacentes ao lado 
a = dado m; 
à ZÉ AEA 2º Que um dos angulos 
a K seja adjacente, e o outro L 
E opposto ao lado dado mm. 
A o B 1º caso. Nos extremos de 
AN ` uma recta AB = m constroem- 
a =y X se dois angulos dados A e B 
5 B z a 
i Ra aos angulos dados K e 
Fig TI 3 


e o triangulo ABC assim 
; formado é o que se procura 
2a Q (p : i 
at Caso. No extremo 4º de E 
E) VA Ve uma recia ABr=» 
Constroe-se 4 ¢ nto A 
rong e as a A = K; por um ponto qualquer 
7 » Haça-Se uma recta JE que form 
bc RA. fis “, que forme com 
AC angulo 4º E egual ¿ aja 
Meio e a g z i al à M: velo pon 
o traça -se B' parallela a IE, e tem-se tri ma 
NBC procurado. l- b o mangulo 
Nora. 


— Este probl 
X uste blem 
Somma dos 


; a serå se 
dois angulos da 


Eo mpre possivel, si a 
dos é menor que dois rectos 
95, ProBrema, — Dad 
Posto a um desses lados 


os dois lados e 
construir o triang 


o angulo op- 
ulo (fig. 72), 


'onstruir um triangulo, dados 
3. ProsLEMA. — Construir un quilo, da os 


l BAD =K (14 fig), tome- 
strua-se um angulo BAD j me- 
a dos pontos o comprimento 4B = m, é K E 
se A B descreva-se com © tato m um aneo; gus, em A 
a cortará o lado AD em dois pontos 0) ec gl irese 
BO e o triangulo ABC é O pedia: EEES 
i Discussão. — Si o lado m (Li fig.), opposto ao 


ka 
celes ABC será o que se proc Ega í 2i ii 
Si o lado m (34 fig.) 
exige ainda que O angulo seji cortará à recta 
a perpendicular BE, o A de A’, é, co 
dois pontos 0! e Cna ano 
triangulos A e AB 
este duas soluções. Er 
k o lado m fôr egual Rg 
tem-se o triangulo rectangulo 4'8 
da questão. RATNA 


> 


t lin at Y 
` o GROMETRIA PLANA 


pr: 


‘nalmente, si o lado m fòr menor que a porron 
nr a, tel 6 Ta 
ti ER o problema é impossivel, e não terá so 
ieul f 

lução alguma, 


Exercicios 


THEOREMAS A DEMONSTRAR : 


1. Si se unem entre si os% pontos E ni do n de um 
triangulo, fica este decamposto em quatro ano E de TaM 

2, A recta que wne os pontos aE ais R dia 
Iriangulo e a mediana correspondente ao terceiro lado se 
nuluanente em partes eguaes. y 
o uh a as um vertico do um- triangulo o pl 
medio da mediana correspondente a outro vertice, divide E a op 
posto ao primeiro vertice em duas partes, uma das quaes é dupla 
da outra, E 4 ÇA 

4 A Dissectriz de um angulo de um triangulo fórma com 
o Judo opposto dois angulos, cuja diferença é egual à dos ontros 
dois angulos do (riangulo, K : , : 

5. O angulo formado por duas Dissectrizes inferiores de um 
triangulo, é egual a uni angulo recto augmenlado da metade do 
terceiro angulo do mesmo triangulo. 

6. O angulo que formam a hissectriz e 
de um mesmo vertice de um triangulo, é 
dos angulos dos outros dois vertices. 

7. Si um ponto interior 
vertices, a somma destas tres 
perimeiro e o Semi-perimetro, 

8. Uma altura de um triangulo é menor que a semi-somma 
dos dois lados que partem do mesmo vertice, 


9. A somma das tres alturas de um triangu 
9 perimetro do mesmo, 


10. Uma mediana de um 
somma dos dois lados que partem do mesmo vertice. 
JM. Si pelo ponto de concurso das tres medianas de um 
triangulo se traça uma recta qualquer, a somma das distancias a 
esta recta dos dois Vertices que ficam do mesmo lado da recta é 

egual à distancia do outro vertice à mesma recta, a 
aa somma das distancias dos tres vertices de um tri- 
aa rup recta qualquer situada no seu plano, é egual ao 
F a distancia do ponto de Concurso das tres medianas a essa 


a alma que partem 
egual à semi-diferença 


a um triangulo se une aos tres 
rectas está comprehendida entre o- 


o é menor que 


triangulo é menor que a semi- 


mesma recta, 


13. Si de am ponto « 
Sceles se traçam perpendicul 


perpendiculares é egual 4 
base, 


Jualquer da base de um 
ares aos lados egu 
altura que par 


triangulo iso- 
a somma dessas 
dos vertices da 


aes, 
te de um 


14. Si de 
traçam 


um ponto interior 
diculares 


WWrpendiculara 
€ constante 


a 
S aos tres lados, 


um friangulo equilatero se 
è egual à altur: 


a somma destas perpen- 
a do friangulo. 


S A RESOLVER; À 
PROBLEMA: ahh 
Dois lados e a mediana que cae sobre um | 
a a Jados e a mediana comprehendida entre 
3. Um lado e as duas medianas que partem dos e; 


À 
I Construir um triangulo com os 


s lados. 
do £ 


Um lado e duas medianas, uma das qua 3 
Indo. lianas. TRA 

5. As tres medial es 

6 Dois lados e a altwa que cae sobre um deles, 


7. Dois lados e a altura comprehendida.. ez 
8. Os pés das tres medianas. gba: 

9. Os pés das tres alturas, i AN 

10. O perimetro e os angulos. ME 


i aean O ed 
11. Construir um triangulo ida ar e 


1. Um catheto e um angulo agudo. 


2.. A hypotenusa e um angulo agudo, É 3 

3. Os dois cathetos. Pos e 

4. A hypotenusa e um catheto. RA | 
a a - oder go o mAr 
HI. Construir um triangulo isosagles, send Pça a 


Um lado e a base. ERA a 
E Um lado e um dos dois ida oguaes. 
Í X lo no vertice. ——  — 
3. Um lado e o angulo, sh 
4. A base e um dos angulos Pas 
5. A base e o" angulo opposto. 
6. A base e à altura. et 
7 A altura e um los lados eguaes. 


S ilatero, sendo dados: | 
1V. Construir um triangulo digna TAT 
1. O lado. A qa é POR TA 
2. O perimetro. 
3. A altura. 


q AR 


EXERCICIOS NUMERICOS : 


vale 15 m. Qual é o comp 
st differem de 6 m.? 


2. Dadas 2 -vectas, amg nd j 


ade RARO de a a DS i 


* 


Kef. termo p 


o 
zA 
“A 
B. 
z 


pis 


Dre” yr ze 


ment U 
é ta 


E pros 


i. — Quadrilateros 


96 Classificação. - Si E 
: Ive SC US ; oppostos, classificam- 
A posição respectiva de seus lados 0p] E 


se em trapezoides, trapezios € parallelogrammos. 
O que Ha as 
tem tado algum parallelo a outro; trapezto, quando tem 
sómente dois lados parallelos; é parallelogrammo, quando: 
os quatro lados são paralelos dois a dois. € 
O trapezio chama-se isosceles, si os lados não paral- 


lelos são eguaes, e chama-se rectangulo, si os lados paral- | 


lelos são perpendiculares a um dos outros dois lados. 
Em qualquer caso, os lados paralelos são as bases do 
trapezio, e a altura é a distancia entre as bases, 


ji ETIO 
Trapazoide TRAPEZ isoscalas 


Os parallelogrammos' dividem-se em rectanquios e 
obliquangulos, segundo os lados consecutivos são perpen- 
diculares ou obliquos entre si. Os parallelogrammos re- 
clangulos são dois: o rectangulo e o quadrado; e os 
obliquangulos são tambem dois: o rhomboide e o rhombo 
ou losango. O quadrado é um rectangulo de lados 
eguaes, e o rhombo é, por sua vez, um rhomboide de 
lados eguaes. a 


RECTANGOLO QUADRADO RHOMBOIDE A 


Base de um paralle 
seus lados, e altura é 
lado opposto. 


logrammo é um qualquer dos 
a distancia entre a hase eo 


— Os quadrilateros, attendendo 


adrilatero denomina-se trapezoide, quando não “MH 


latero é egual a quatro rectos (fig. 73). 


97. A somma dos quatro angulos de um 


uma diagonal BD, ficará dividido 
g dois triangulos ABD e BCD, cu 
B — angulos compõem evidentemente 
| angulos do quadrilatero; logo, a 

- ma dos angulos de um quad; 
A D qualquer é egual á somma dos 
a los de dois triangulos, isto é, egual 

3 quatro rectos. | 4 Mar 


f ' Es. 


Com effeito, seja qual fôr o quadrilatero, 


THEOREMA 


98. Em todo parallelogrammo: 4.º Os lado E 
postos são eguaes; 2.º Os angulos oppostos “São. 
eguaes; 3.º Os angulos que têm um lado commum | 
são supplementares; 4.º As diagonnes cortam-se € 
duas partes eguaes (fig. 74). Ro ELET 

Com effeito: 1.º Os lados oppostos são eguaes, 
porque são partes de parallelas comprehendidas ent 
parallelas (53). — Jy MAA pr 

20 Os angulos oppostos são eguaes, porque tem | 
seus lados paralelos e dirigidos em sentidi posto 5 

30 Os angulos que têm um tado ommum 
supplementares, porque sãe angulos internos od 
lado da: secante (52). 0 2 jo 

“40 "As" diagomaes se com 
tam em duas partes eguaes, | 
porque os triangulos OAD e smi 
OBC são eguaes, como tendo 
um lado egual AD = BC e os | 
angulos adjacentes eguaes, como o 
alternos entre paralelas; e da 
egualdade dos triangal 


44 


PR A E T O 
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THEOREMA RECIPROCO 


g9, Um quadrilatero é parallelogrammo quando 
e verifica uma das condições, seguintes: a Si os lados 
- rostos são eguaes dois a dois; BRs dois lados oppos- 
los são ; e paralelos; 3% Si os angulos oppostos 


5 são eguaes e . 
r iai dois a dois; 4% Si os angulos que têm um 


ão supplementares; 5a Si as diagonaes | 


lado commum são sa 


se cortam ao meio (fig. 74): = 
E Par Tirando a diagonal BD, si os lados oppostos 


são eguaes, Os triangulos ABD e B CD são eguaes, € 
por conseguinte os angulos BDC e ABD, ADD e 
DBO, que se oppõem a lados eguaes, são tambem 


eguaes; e como esses angulos occupam a posição de” 


alternos, conclue-se que AD e BC, bem como AB e 
CD são parallelas, e o quadrilatero é um parallelo- 
grammo. 

24 Si dois lados oppostos são eguaes e parallelos, 
por exemplo os lados AB e CD, os triangulos AB D 
e BCD são eguaes (80): logo, os angulos alternos 
ADB e DBO são eguaes, e as rectas AD e BC são 
parallelas, 

3º Si os angulos oppostos são eguaes, temos por 
hypothese: 

A=0 è B=D 

Da egualdade A + B++D=4 rectos, (97) e 
das egualdades da hypothese conelue-se: 

RA+2B=4 rectos ou A + B= 2 rectos; 

sid 2 D= A rectos ou A + D=? rectos: 

e Logo 61, ps lados AB e CD, bem como AD e 
são paralelos, e o quadrilatero é aralle 
SR I o é um parallelo- 
D ao Si os angulos 4 e D são supplementares, os 
AS CD sa parallelos (51): e sendo supple 

mtares os aneulos 4 ão nar TERE É 

MR guos A e B, são parallelos os outros 
9% Si as diagonaes se cortam - i à 

os triangulos (OD ves se cortam ao meio, são eguaes 

Es S2 e BOC, assim con i 7 f 

(80): dos ADS E IR E mo . OB e DOC 

parallclogrammo. Ab = UD. ea figura é um 


THEOREMA 


100. As diagonaes de um losango são perpem 
culares entre si e bissectrizes dos 
gulos oppostos (fig. 75). | 
Com effeito, os pontos Ce) 
distam dos pontos 4 e B: logo (35), as | 
diagonaes são perpendiculares entre si: *. 
mas então os triangulos “rectangulos * 
AOC e AOD são eguaes; logo, ainda, à 
Pig. 75 AB é bissectriz do angulo A. 


THEOREMA - 


101. Ís diagonaes de um rectangulo são eguaes 
(fig. 76). f; T 
Os triangulos ABD e ABC são eguacs (80), e por 
conseguinte são eguaes os lados FER, 
AC e BD, que são as diagonaes 
do rectangulo, como oppostos a 
ungulos eguaes. 
Os theoremas reciprocos dos 
dois ultimos theoremas são ver- | 
dadeiros e faceis de demonstrar. 


102. Escolio. — Como um quadrado tem os am- 
gulos rectos e os lados eguaes, é rectangulo e losango | 
ao mesmo tempo, e tem, por conseguinte, as proprie- 
dades destes parallelogrammos: assim, as diagonaes 
de um quadrado se cortam ao meio, são eguaés, perpen- 
diculares entre si e hissectrizes dos angulos oppostos 


> TESORENÇA, A o oceania i 


103. A recta que une os pontos medios dos lados 
não parallelos de um trapezio, é parallela ás bases e | 
egual á sua semi-somma (fig. 77). as 

Hyr.: EF une os pontos medios dos lados ABeoD 

Toese: 1.º EF é parallela a AD e BC, 204 

VJAD+-BO - PE r. 


Ea 
vor Sei trapezio ABCD. tendo ~ i geo 
DEMONSTRAÇÃO: Peja Q endo guild isa e 
E Elo ABD Gre j ; ya SoM A A O cngulos interiores de um qua 
ate BD sado tiremos a recta E H pelos pontos E conexo, ou a Dic ioe eri E ma 
No tipo AD iremos od Da DAR Eni Go qo cj ao a 
o recta é parallela a AD e egual á 


EN i ; au , po sia Dup medios dos lados cortam a diagonal opposta- em bi 
sua metade O prolongamento — partes eguaes. $ Es: gear) 
Ds EF, é marallelo dé AO A O pedia bicos interiores de um parliogrammo, 
ut, , E 5 f É h — Jissectrizes exteriores do mesmo, cortam-se formandi rec 
egual à sua metade. Logo, ER é 6 Si um parallelogrammo está inscripto cm um “outro, 
5 p parallela às bases AD e BO, e ; i diagonaes de ambos passam pelo mesmo ponto. RR 
1 il E i © 7, Si uma recta qualquer passa por um vertice de um pa 
EF=EH+ HF=— D+" BO rallelogrammo, e se traçam perpendiculares a ella dos outros 
2 2 o DA tices, a perpendicular intermedia será egual á diffgrença das 
A D LD+-BG E = duas, si a recta cortar a figura; e å sun somma, si fôr ex! o, 
S 1 TATEA Be. aa 8. Si de um ponto qualquer situado no plano de um rhomb 
Ele 2 Q. E D. a ý se traçam perpendiculares a seus lados, a somma ou 


das perpendiculares a dois lados adjacentes é egual à somma 
differença das outras duas. 7 Fyr be 


104. ProsLema. — Construir um parallelogrammno, 9.As bissectrizes interiores. de “um: rectangulo, “ou. 


conhecendo dois lados e o angulo comprehendido (fig. 78). EE sechizes exteriores do mesmo cortam-se, formando, Ro 
f Sobre os lados de um angulo 4 egual ao angula Ea 10. Si, a partir de cada vertice de um q pri 
E dado, tomam-se, a partir do ver- i 8 


sentido, se tomam comprimentos egunes, os ji ntos obtii 


A É 3 vertices de outro quadrado. 
ja tice, as duas distancias AB e m 


AD, eguaes aos lados conheci- n te PROBLEMAS A RESOLVER: Tt dar T 
dos m e n; depois, dos pontos 4 á E - Conslruir um trapezio com os dados seguintes: 
3 B e D traçam-se as rectas BO 44 D c SA ; X 1. Os quatro lados. E r Nrg a 
E e DO respectivamente paralle- 4 r - As bases e os angulos. TEES 
E läs a AD e AB, que completa- E S «Uma base, um lado e os angulos. da base. 
ä rào o parallelogrammo ABCD E g Construir um parallelogrammo sendo dados: 
É procurado. ; s À 1. Dois lados e uma diagonal = = 
| 5i 0 parallelogrammo fosse 4 B =) 2. Um lado e as diagonaes. | SAS EA py 
f um losango, ou um rectangulo, Fig. 78 EF , A ug us PARE O UA ES acatar 
ou um quadrado, seria suffi- “a HI. 4. Construir um rhombo, sendo dados o lado e a s 
K ciente conhecer um lado e um angulo para o primeiro . BA err e AD A a E T E 
k ik on lados consecutivos Dara o segundo, e apenas E Eo 1V. Construir um rectangulo, sendo dados: ; 
= ado para o caso do quadrado. à Ex P 1. O perimetro e a somma dos quadrados de dois lad 
E | algne: na n ; EREA AOA 
7 VES ; 2. O angulo das diagonnes e a sommã ou dif 
i E Exercicios E daka PR RES A rÃ E AA A 
p [HEOREMAS A DEMONSTRAR: i V. 1. Construir um quadrado, conhecendo a sowma qua É 
| 1, Os Ásia . li i 3 TENN T- PE 
vis o um paraleloa los ie aa qiadrilatero são os E e e e lado de um quadros 
EN k AET air: ad quadrilatero, E EAD Tn ado i S a voltar a elle, tocan 5 
é f Buas aen de um adistar se gde parallelas a "a “O ERR op o EE ANPR do US ido 
latero. Se um parallelogrammo duplo do dus: $ T 3. Em um parallelogrammo dado inscrever 
t q è 


a 


4. Inscrever, em um quadrado dadi 


outro de lado cor 


E > sá 
— GROMETRIA PLANA 


EXERCICIOS NUMERICOS : 
1. Construir um trapezio isosceles, lendo por altura 32 e 
4 40 e 2 E 
an dar pi ça cuja diagonal seja egual a 5O. 
3 Aiit um quadrilatero cujos idas papi eu E: 
25, 30 e 32, sabendo-se que a TAT r NRO une Os y us F, 
adjacentes aos dois primeiros lados vale 25, 


Ill. — Propriedades, egualdade e symetria dos | 
polygonos em geral 


THEOREMA 


105. A somma dos angulos de um polygono com- 
vexo é egual a tantas vezes dois rectos quantos la- 
dos tem o polygono menos dois (fig. 79). 

Hyp.: Seja o polygono convexo ABCDEF. 

Inese: S = (n — 2) 2 rectos, sendo n o numero 
de lados. 

Demonstração: Dirigindo diagonaes de um vertice 
qualquer 4 aos vertices, não adjacentes, o polygono fica 

dividido em triangulos, tendo to- , 
dos um vertice commum A, e ten- 
do para bases os lados do polygono 
menos os dois que formam o angu- 
lo A; logo, o numero desses trian- 
gulos é egual a tantos quantos são 
os lados do polygono menos. dois. 
ia Ora, sendo os angulos do polygono 
triangulos, conclue-se todos formados a angulos desses 

E: a WISe-Se que a somma S dos angulos do 
polygono convexo é egual a tantas vezes Dois Faia 
quantos são os triangulos isto é E RO 01S Tecios 

o TN ADO dois rectos 


» tantas vezes 
quantos lados tem o polygono psi 


menos dois. 
106. Escolio. — 


Si O polyeono fan 
os angulos todos Po yeono) for 


eguaes, temos 
angulo será dado pel 


regular, sendo 

que o valor de um 

EM a [= Dar 

a expressão 2 — 2)2 R 
n, 


FE 
o fes 


THEOREMA 


107. A somma dos angulos exteriores, que se ob e 
prolongando no mesmo sentido todos os lados de um p 
lygono convero, é egual a quatro rectos (fig. 

Prolongando todos os lados do polygono, 
que em cada vertice ficam for- 
mados dois angulos, um inte- 
rior e outro exterior, cuja som- 

“ma vale dois rectos; logo, a som- 
ma dos angulos interiores e ex- 
teriores do polygono será 2 Rn. 
Subtrahindo desta somma o va- 
lor 2R n —4 R dos angulos inte- 
riores, o resto será a somma dos $ 
angulos exteriores, isto é, 2 Rn— ) Ê 


——(2Rn—48)=2Rn-2Rn+ riem 


+4R=4R. ota RS 


É as 


108. CoroLLario. — Um polygono “convexo | 


póde ter mais de tres angulos agudos, pois, do contra- — 
rio, os seus angulos adjacentes exteriores seriam obtu- | 
sos e a sua somma seria maior que quatro rectos. 


C TREOREMA RERE 
109. O numero total de arena ide um poly- 
eA a a SR 

(Mne Bi). ia 


gono convexo é egual a. 


C adjacentes B « logo, 
— verticé qualquer, podem tirar 
> diagonaes, e dos n vertices 
* poderão tirar n (n — 3) diagon 
Mas, attendendo a que 
de diagonaes ficará assim toma 
duas vezes, porq adianta 


is E Me 
GEOMETRIA PLANA 
fios 
; = Ag 
di: aes distinctas, que se Ne > ZM o, = 3 S 
' nero de diagonaes ( , F 4 So i E S e 
anos que à e um polygono, será representado pela 4 E SORUNA NIO 2º — Dois quadrilnteros ; 
podem traçar em à - ~ eguaes, quando têm respectivamente eguaes e eg 
(n—3), mente dispostos: 
2 d 1º Os quatro lados e um angulo: 20 Pres lados. 
THEOREMA A `e os dois angulos comprehendidos; 3.º Dois lados conse- 
O RS ; - cutivos e os tres angulos adjacentes. e 


expressão ^ 


10. Dois polygonos são eguaes, quando são com- ; : | e a na dado ERES Dois dan são eguaes, 
sos do masmo minero de triangulos respectivamente ~ sttém respectivamente eguaes e egualmente dispostos: Ro 
EA e equalmente dispostos (fig. 82). e o ag: bases, um lado e um dos angulos adjacen- 1 

t+ Com effeito, collocando AB; N ra Ro aa E u 
sobre A'B’, coincidirāo os triangu- E pá do : x 
los eguaes ABC e ABC; por À -M5. CoroLLARIO 4. — Dois parallelogrammos 
ficarem superpostos os lados AC e E Bordas PORAS especies são eguaes: 1.º Dois rhom- i 
A O, comeidirão tambem os triam- | : + OESP uano ko respectivamente eguaes dois lados Ro 
gulos ACD e AOD; è aask A E e o angulo comprehendido; 2.» Dois rhombos, quando = + 
gulos . 7 À têm respectivamente eguaes um lado e wm angulo; 3º o 
Dois rectangulos, quando têm respectivamente eguaes : 
dois lados consecutivos; 4º Dois quadrados, quando | 
têm um lado egual. f ii 
A à 116. Symetria nos polygonos, — Dois pontos são 3) 
Fig. 82 lii. Escolio. — Si aegualdade | à symetricos em relação a outro ponto, chamado centro de. 
' dos polygonos depende da egua | symetria, quando este divide em duas partes eguaes a 
dade dos triangulos respectivos que os compõem, é evi- A recta que une os dois primeiros pontos; e são symetri- 
dente que as condições de egualdade dos primeiros Saf cos em relação a uma recta, chamada então eixo de sy- 
dependem das condições de egualdade destes. Ora, a Es metria, quando esta recta é perpendicular ao meio da 
egualdade dos dois primeiros triangulos requer tres con- — recta que une os dois pontos. E ; 
dições (84), e os outros triangulos, apenas duas, por Assim, na fig. 83 os pon- 
terem cada um com o anterior um lado commum; e MN tos 4, B, C, são symetricos a 4 
COMO O numero de triangulos é n— 2, resultam tres on Sa À 4, B', C, em relação ao centro O, 
dições para os primeiros e 2 (n— 3) para os trian- E g ou ao eixo XX. Dois polygonos 
gulos restantes, isto é: 3+2 ( n—3)=2m— 3; logo O A são symetricos em relação a um 
numero total de condições que requer a estande - | centro ou a um eixo, quando os. 
dois polygonos é expresso por 2n-— 8. j E, vertices de um são respectiva- 
mente symetricos aos vertices 


- dos E CER RU a polygonos den la- ~ de outro em relação ao centro 
; 3 angulos consecutivos: 9 nr todo os Indios RO EEO, o 
Dios aber eso o a A Quando têm eguaes ERS oii 
E têm eguass Saroy a formados por elles; 3» : DIAS ASR car od 4 Ro 
TS o cêdes Toi “dos seguidos e os angu- . 17. Dois polygonos symetricos em relação um 
EE - centro ou a um eixo são eguaes ( 84 e 85.) 


s È 


successivamente irão coincidindo as: 
porções. dos dois polygonos, em 
virtude de se acharem dispostos na 
mesma ordem os triangulos eguaes. 


e 
DEA E, 


“GROME RIA PLANA eva 


E de 
[9 Sejam ABCDE E a aa N 
dois polygonos symetricos em Dea e. 
p ao ponto O, de sorte a mo H: 
* é o meio de AM, BB, CO, sa a- 
zendo girar O polygono a em 
torno do ponto O até que A vam o a 
coincidir com seu symetrico A’, vèse 
facilmente que se dá tambem a coin- 
cidencia dos outros vertices. 
; Logo, os dois polygonos são oguata 
2º Sejan ABCDE e Lp 0º D br 
Dra dois polygonos symetricos em relação ao 
eixo XX, de sorte que XX é per- B c 
pendicular ao meio de 44, BB, 
C, ete. 7 


a dg al O N 
1.º Fig. 86. Traça-se uma recla 
AB; em B fórmase um. 
angulo B'=B e toma-se B'O” = BC; 
em C” constroe-se um angulo ("= C 
e tomase (D'=0D. e assim se 
- continúa até obter o ponto F, que 
SENE com A. + 
Este processo é o menos exacto. 
2.º Pig. 86. Decompõe-se o po- 
Iygono em triangulos por meio de 
diagonaes que partam do vertice 4, 
por exemplo, e constroem-se depois = = 
os triangulos Aí B'O% A CD respectivamente eg 
a ABC, ACD.. e dispostos na mesma ordem. 


— Vig. 86 


Fazendo dobrar o plano de j X ip 
E: ABCDE pelo eixó XX como char di EM 
E neira, vê-se facilmente que 4 cae X ; Ro = 


em 4,B em B,C em C, ete. Logo, 


| A o polygono ABCDE é egual a 
Eo AB CDE. 
B Ot f Releva no Gi x 
Eo 118. Observação. — ra no- indian y EA 
i tar que dois polygonos symetricos TRA 4 y 3.0 Eig 87. Traça-se uma recta 
k em relação a um centro podem ser applicados um sobre ER de todos os vertices as perpendici 
x o outro, sem ser preciso fazel-os sahir do plano; costu- | Ee, etc; depois, sobre wuna recta 
É a ma-se dizer neste caso que são directamente equaes. ; | mam-se as distancias A’ f =A f 
iW Ao passo que para fazer a coincidencia de dois | 


tos obtidos levantam- 
polygonos symetricos em relação a um eixo, é preciso 
fazel-os sahir do mesmo plano; diz-se então que são E | 
inversamente eguaes. | 
Vê-se, pois, que a symetria, que estamos conside- E g 
rando nos polygonos, consiste unicamente na sua posi- E | 
ção relativa; e que dois polygonos eguaes podem selo 
directa ou inversamente, segundo a maneira de fazer a 
sua coincidencia. 5 


. 4.2 Constroe-se o polygono syme 
em relação a um eixo ou à um centra 


$ 4+ 


Exercicios. 
g DJ a E x 5 fe que 
7 aa: PROBLEMA. — Construir um polygono egual RESOLVER OS PROBLEMAS SEGUINTES: 
; ; Ê Re 
Podem em 


pregar-s r Hi À, Construir um polygono, conhecendo em 
Pregar-se, entre outros, os processos se- pendiculares levantadas aos lados nos seus ponl ntos me 


2, recto, 


guintes: 


É TETEA E REE 
OEN Š 


Es TI PONE YTD 
LINHAS PROPORCIONAES 


ie E: E T Pt 
7 TERCEIRO ; E AT : RR so 
CAPITULO TERCE E E rica var que Lá ita Ra a 
h oporcionaes e semelhança. É e Ea r E tear prs. 
Linhas pr T 


Com effeito, consideremos um ponto movel M, pi 


dos poly gonos correndo a recta XY no sentido positivo, que suppore-: 


mos da esq 
| — Linhas proporcionaes y E e ig F = e 
A š TA T C ” © moviment 
i20. Definições. — Linhas proporcionaes a a- i yy oe 
s cuj Ores ericos, expressos em relação = | 
quellas cujos valores numericos, expresso 


i 


ja a posição do 
ponto M, teremos sempre, levando em conta os sigune 
dos termos: : Ê 


à mesma unidade, formam uma proporção ou uma serie 
de razões eguaes, 


E Duas linhas a e b são Da ag MA =MB>AB po ABA w A 
pe is ou Simplesmente proporcionaes A pa EE as e a A | : MB MB MB ZA 
3 Ş quando a razão -,- entre a primeira e a seg pa ) G E | e a expressão (1) variará continuamente do seguinte modo: 
Ss à razão = entre a terceira e a quarta. São inversa- e Quando o ponto M esta infinitumento af dad 
à A mente proporcionaes, quando a mazao g entre a primeira -4 esquerda do ponto A, o denominador MB éi initame 
ma : e a segunda é egual á razão ~- entre a quarta e a fer ANNE grande; por conseguinte, sendo o valor da fracção ; 
A ceira. E são reciprocamente proporcionaes, quando as ER - infinitamente pequenó, a razão a considera: e egn 
o duas primeiras formam os extremos de uma proporção E à unidade movimento, a ponto movel AE ea 
í E e as outras duas os meios, OU vice-versa, como Eae El ximando de A, pelo que MB Anita AE 
B, Quarta proporcional a tres rectas | dadas, é Eno E q valor AB: por essi É tracção SÉ 
recta que fórma com ellas uma proporção. Meia propor- El Bi E e Re 
E. cional entre duas rectas dadas, é outra recta que fórma E: E dendo para a unidade, e a razão wa diminul té 0 guj 
E com essas duas uma proporção continua, sendo ella o Eg ~- valor attinge quando W coincide com A. Logo, à esque 
É termo que se repete. E terceira proporcional a duas E t de 4, a razão rp decresce continuamente desde 1 até É 
A rectas dadas, É ontra aa que fórma com ellas ipga, A l quando o ponto movel M se desloca desde o ponto nfini- 
i N sendo uma das rectas dadas o termo E | famente à esquerda de A até coincidir com este onto j 
1i THEOREMA E Continuando o movimento; ‘de M ilari de A, 
| i : E | ponto B, vê-se que a fracção rm Augmenta de uma | 
k 121. Dados dois pontos, existem sempre sobre a neira continua desde L até oc, porquanto o numerado 
a recta indefinida que os une outros dois pontos, e 


é constante e o denominador MB diminue até 0, e 
o valor egual a 2 quando W se achar no ponto n 
C de AB. Logo, a razão ão quando o ponto M 
tindo de A se desloca até ao ponto B, 
mente desde O até — x, tomando « 
M coincidir com o ponto medio de 
Continuando ainda 

sentido positivo, à direif 

ER a 


unicamente dois, par 
cias de cada um de 
eguaes em valor 
(fig. 88). 

- Sejam os pontos 
indefinida XY. 
procurados, 


à os quaes as razões das distan- 
lles aos dois pontos dados são 
absoluto a uma razão determinada, 


4 e B, situados sobre a 
e Tepresentemos por M e Ji 


tecta 
os pontos 


ou que 


GEOMETRIA PLANA 


+ o para — œX é vas 
finuamente até 0, valor que terá qua 
initumente afastado á direita de B. Por 


4º assa bruscamente do valor 
x» | 
crescendo con e 
se achar infini 
-< ii in considerada + decresce de uma 
conseguinte, a razao considerada yp à no 
i 7 o se desloca 
maneira continua, quando o ponto na ] i 
à direita de B. desde o valor + œ ate o “ADAM 
Em resumo: A razão considerada pyp toma á es: 
querda do ponto O duas vezes todos os valores numeri- 
cos —, menores que 1, e tambem duas vezes todos os 
valores numericos superiores a 1, quando à direita do 
mesmo ponto medio É de 4 B. Os valores negativos cor- 
respondem ao intervallo AB, e os positivos à esquerda 
de A e à direita de B. 


* , 5 LA a a 
Por conseguinte, si a razão E fôr menor que 1, os 


dois pontos estarão á esquerda de C, sendo um delles 
no intervallo 4C e o outro á esquerda de A, taes como 
Me M, satisfazendo a razão: 


=——— - (2) 
MB WB Bs 


e si [ôr maior que 1, os dois pontos estarão á direita 


: de C, taes como N e Nº, satisfazendo a razão: 


NA BOSMA e 
NB NB B 


Cada um desses pontos: divide o segmento AB na 
razão dada; quando o ponto é interior, os segmentos que 
z obtêm chamam-se additivos; e quando exterior, sub- 
Paan pois, no primeiro caso é preciso sommal-os e 
20 segundo subtrahil-os para se obter o segmento A B. 

122. Observaçã i 

da, servação. — Attend O ao signs 3 8 
PER ag \ttendendo ao signal dos se- 
P Se que só existe um ponto que divide am 
Segmento numa razão dada. 


o 128. Proporção harmonica. 
aes como Me W, diy 
oS segmentos additiv 
diz-se que elles divi 
São conjuga 


0 = Quando dois pontos, 
idem o segmento A B de tal modo que 
05 são proporcionaes aos subtractivos 
dem harmonicamente o segmento 4 B 
dos harmonicos em relação a AB: z 


Como a expressão (2) Rd 
AM BM 
AM BM? x 


vê-se que, por sua vez, os 1 e SR 

tambem harmonicamente D N nop T B divi a 

conjugados harmonicos em relação ao segmento Ma » 
À proporção (2) chama-se Proporção harmonie | 

e escreve-se commuumente da seguinte fôrma: i 


{ 


E 
E Va 
+ X 


Sa a E F 
DEE E E E 
- THEOREMA x 


124.. As parallelas que determinam partes. e; e 
sobre uma recla dada, determinam tambem partes 
eguaes sobre toda outra recta que as corta (fig | 9), 

Hyp.: As parallelas 44”, BB, OC, DD: detem 
nam sobre a recta AD as partes eguaes AB 

Tuesp: At BBO a RR 

Demonstração: Tracemos pelos ponto 
da recta AD as parallelas Am, = 
Bn e Cp à recta AD, que serão ) 
tambem parallelas entre si. Os 4 
trimgulos 4Bm, BOn e CDp, 
que têm o lado AB=BC=0D. 
por hypothese, e os angulos ad- 
jacentes eguaes como correspon- 
dentes entre parallelas, são e- 
guaes; logo, Am=Bn=Cp. Po- 
rém, Am = A'b‘, Bn = BCe Cp = S 
= Č D', por serem lados oppostos de parallel 
por conseguinte, dB =R (=D. 


o 


io no 


THEOREMA 

125. A parallela a um lado de w 

9s outros dois lados em partes prop: 
(9) Os comprimentos de uma co 

do, mi, sol, que constituem o accorde pe 


